
次ページ以降のノートは，以前の授業で用いていた配布ノートである。�年生になっても

困らない様に，色々な刺激を与える様に，と考えて授業を行って来たが �その様に学生に刺

激を与えるのが大学の授業だと私は思う�，それが実りあるものになるためには皆さんの勉

強が大前提となる。例えば，�つの問題に対して �刺激を与えるために�複数の解き方を紹介

する事がしばしばあるが，どの解き方が基礎的で今すぐに修得しなければならないのか，ど

の解き方が発展的で将来理解すればよいのか，という区別がつく位には勉強してもらわなけ

ればならないのである。ところがその様な勉強をしない人が増えて，基礎的な内容も発展的

な内容もひとまとめにして分からない，分からない，分からない，・・・。発展的な内容に目を

取られ，それが分からない事により基礎的な内容まで分からないと思い込んで，勉強をしな

い，更に分からない，更に勉強をしない，全く分からない，という悪循環。

「�年生になっても困らない」ではなく，「今困らない」を優先する授業を行わなければな

らない時代が来た様に感じる。そこで今後のこの授業では，その様な学生に対応するために，

内容を基礎的なものに絞る事にする。内容を限る事で逆に説明の論理が飛んでしまう事もあ

るが，致し方ない。試験に関しては，以前の授業においても試験問題は基礎的内容に限って

いたので，以前と殆ど変わりは無い。

内容を基礎的なものに限る事でやる気のある学生の意欲を削ぐ事になってはいけないの

で，また，「今困らない」が「�年生になったら困るかも知れない」授業なので，進んで学び

たい学生のために次ページ以降のノートを付ける。参考にしてもらいたい。空欄となってい

る板書については，知りたければ尋ねて下さい �黙っていても与えられるという受身的態度

から，自ら求めるという積極的態度へ！�。また，それらにミスプリ等を見つけたら知らせて

下さい。

����年 �月末



物理数学 �� �小竹� 　授業促進のためのノート

全部板書したいところであるが，時間が不足する事と，説明を聞いてもらうために，板書の一部を配
布する． 板書 と書いた部分では板書するので書き写す様に．このノートを見れば話の順序が分かる
ので予習に役立ててもらいたい．十分な予習と徹底的な復習をする事．このノートは重要な事柄をまと
めたものではない．ミスプリを見つけたら連絡して下さい．

教科書
・理工系の数学入門コース �「複素関数」
　表 実 著，岩波書店 �����年�

・理工系の数学入門コース �「常微分方程式」
　矢嶋 信男 著，岩波書店 �����年�

参考書
・現代数学への入門「複素関数入門」
　神保 道夫 著，岩波書店 ��		
年�

・理工系の基礎数学 
「常微分方程式」
　稲見 武夫 著，岩波書店 �����年�

・「詳解物理応用数学演習」
　後藤憲一・山本邦夫・神吉健 共編，共立出版 �����年�

第 �部：複素関数

変数を複素数に拡張する
�・見通しが良くなる．例：三角関数と指数関数．
・留数定理を用いて色々な積分が計算できる．
・解析接続，などなど．

� � 複素数と複素関数

◎ 色々な数
� 自然数 その集合を 板書 �

�� �  	 の解は？
� 整数 その集合を 板書 �

����  	 の解は？
� 有理数 その集合を 板書 


�� � �， ���
��� �� は？ ��  � の解は？

� 実数 その集合を 板書 �

・無理数：有理数でない実数
��  �� の解は？
� 複素数 その集合を 板書 �

� は虚数単位で ��  ��．
Æ �� � には四則演算．� の四則演算を“素朴”に定義
する． 板書 �

Æ �� �� � は体．
・代数学の基本定理：複素数係数の � 次方程式は �重複
度を込めて� ちょうど � 個の解を複素数の範囲内に持
つ．
・� は代数的閉体．
Æ もっと拡張
� 四元数 その集合を �．
これも体．��  �� に無数に解がある．
� 八元数 �������数� その集合を �．
これは体ではない．
◎ 複素数 � � �

�  �� ��．�� � � �．� 
��� つまり ��  ��

実部 �� �  �，虚部 �� �  �

共役複素数 ��  �� �� � ���
絶対値 ��� 

�
�� � ��� ����  ���

Æ 複素平面 ������平面� 板書 �

・��� 	 � � ��� 	 の性質 板書 �

・和と積 板書 �

Æ  � !��"#�の定理 板書 �	 $レポート �%

Æ �
 の方程式� 
�  � の解：� の � 乗根 板書 ��

◎ 複素関数
Æ 数列の極限
&�'( ���

���
��  �

���� ���
���

��� � ��  	(

つまり，��  �� � ���� �  �� �� とおくと，
���
���

��  � � ���
���

��  �� ���
���

��  �(

)*�( ����*�列 ���	 は収束する．
ここで ���	 が ����*�列とは，
 � 	� �� � 	� �(+(

��� � � � ��� � ��� � ( 注：�  ���(

Æ 複素関数 板書 ��

・極限値 &�'( ���
����

����  
�
���� 板書 �


・連続&�'( ����が �  �� で連続
���� ���

����
����  �����

&�'( ���� が � � � で連続 ���� 
� � � で連続
◎ 多価関数
例：�  
� の逆関数 
  �

�
�  �

�
�

　 �  ����� 	 � � ��� 	�� 
�  �
�
����� 	� � � ��� 	���

　 	� 
�
�
� ��

�
�(

　 
  
�� 
�� � � � � 
���：� 価関数 �それぞれを分枝�．
・�  �( �  
�� 
 

�
�( 
� 

�
����� �

� � ��� �
� ��

　 
� 
�
������ �� � �� � ���� �� � ���  �
�(

また後で �分岐点，�������面など�

◎  �で覚える事 板書 ��

� � 正則関数

◎ 微分
Æ &�'( 
  ���� の �  �� での微分係数： 板書 �

� この値が有限確定値の時，���� は �  �� で微分可能
という．その値を � �����

�����
��

��
�	��

 �	
��

��
�	��
と書く．

・���� � ��  ����� � ��� ����� と表せる．
　 �：� に依らない定数，����： ���


��
����  	．

　 �  � ����� である．
� �� の近傍で微分可能の時，���� は �  �� で正則とい
う．�� を ���� の正則点といい，正則でない点を特異点
という．
・正則は微分可能よりもきつい条件！
� � � � の各点で正則の時，���� は � で正則という．
導関数： � ����  �����

��
 �	

��
と書く．

�



� 微分可能 � 連続 ○�やれ
Æ 例
� 
  �� 板書 �

� 
  �
�
板書 


� 
  �� 板書 �

� 
  ����� 板書 �

Æ 極限や微分について実関数の時と同様の性質がある．
◎ ����*�,�������の関係式
�  �� ��� ����  �� ��

�  ���� ��  �� ����� �  ���� ��  �� ����

Æ )*�( 
  ���� が � � � で正則� 板書 �

○� 板書 �

注： 板書 �

Æ -#�.( � ����  	 � ���� 定数
・以後 ���� と書いたら正則関数とする．
Æ -#�.( ��� 線型性 ����� � ������  � ���� � �����
　　　　　　　　　 ��������  �� ����
��� 積の微分 �����������  � �������� � ���������
�
� 合成関数の微分 ����������  � ������������
・逆関数 
  
���：�対 �とする．

�  ��
� も正則で， ��
�	

 �
��
��

．

◎ 正則関数の例
��� 多項式 板書 �

��� 有理式 板書 �	

� ���  	 なる � を � ��� の零点という．
�
� 指数関数 板書 ��

��� 三角関数 板書 ��

+�� �  
�� �
�
 �，��+ � 

�
 �

�� �，��� � 

�
�
 �，������ 

�

�� �

�分母の零点を除く�

��� 双曲線関数 ���* �
���
 ������

�  ��� ��� ���* �
���


������

�  �� ��� ��� ���*� � � ���*� �  �� ����* ��� 
���* �，����* ���  ���* �� +��* �  
��� �

�
� � � 等．
��� 逆関数
��,�� 対数関数 板書 �


��,�� 逆三角関数 板書 ��

����� �  �� ��/��� � ��� ���，������ ���  ��
����，

�+���� ���  �
�� ��/

����
����，�+��

�� ���  �
���� � 等．

��,
� 逆双曲線関数
���*�� �  ��/�� � ��� � ��，����*�� ���  ��

����
，

���*�� �  ��/�� � �
�� � ��，����*�� ���  ��

����
，

�+��*�� ���  �
� ��/

���
���，�+��*

�� ���  �
���� � 等．

・これらを初等関数という．
◎ 等角写像
)*�( 
  ����：�  �� で正則，� ����� � 	 � � 平面
の �� に十分近い近傍と 
 平面の 
�  ����� に十分近
い近傍は �対 � 板書 ��

Æ一次分数変換　 
  ���
���� ��� �� �� � � � � ����� � 	�(

��� 一次分数変換は，
  � � �� 
  ��� 
  �
�
の合成

で得られる．���� 一次分数変換によって，円は円に移さ
れる �直線も円に含める�．
◎ 領域 � � � が単連結：ループを連続変形で �点に縮
められる． 板書 ��

◎ 無限遠点 板書 ��

複素球面 ��������球面�  ��!���"� �
� �

�  � �� �
� と複

素平面 ������平面�との対応：立体射影 �
�
 �

�
 ���

��

� � � !� "�  �
����� �

����
� � ����

�� � ����(

逆に ��� ��  �
��� � � !� �但し  � � !� � "�  "�．

� に対応する仮想的な点を無限遠点 � � という．
◎ 多価関数と分岐点，�������面
Æ �  
� の逆関数 
  �

�
�  �

�
�

　 �  �#��� 
�  �
�
�#��

�
�
� ��

�
��(

　 
  
�� 
�� � � � � 
���：� 価関数
� �  � 板書 ��

・� で �回まわる ����と 
 で元に戻る ����．
・�  	 は �位の分岐点という．�
  �

�
� の時，�  	

は �� � 位の分岐点という．�
・� と 
 は �対 �

� �対 �にするために � 平面を �枚用意する：��� ��

・負の実軸に沿って切れ目 �切断線，カット�を入れて張
り合わせる．�負の実軸でなくても 	 と � をつなげば
何でもよい．� 板書 ��

� �  


負の実軸に沿ってカットを入れて 
枚を張り合わせる．
� 
  �

�
� なら � 枚．

� 
 
�
�� � ���� � ��

　 $��� �% にカットを入れて �枚を張り合わせる．
Æ 対数関数 板書 �	

Æ 一般の巾関数 � �� � � �

　 �  # ��� � なので �一般に�多価．
Æ 一般の指数関数 �� �� � � �

　 ��  #� ���  なので �一般に�多価 ��#/ � を指定すれ
　ば一価�．#�  �0. � と �#�� は �一般には�異なる．
◎  �で覚える事 板書 ��

� � 級数

◎ 無限級数 �の和�
��
�	�

�� ��� � � �

$� 
��

�	�

��� ���
���

$�  $ の時，
��
�	�

��  $．

&�'(
��
�	�

���� が収束する時，
��
�	�

�� は絶対収束すると

いう．

)*�(
��
�	�

�� が絶対収束 �
��
�	�

�� は収束し，項の順番

を変えても和は同じ．

)*�(
��
�	�

���，
��
�	�

���� が絶対収束 �和をそれぞれ $�� $��

とする� � �� 
��

�	�

����
��
��� とおくと，

��
�	�

�� も絶対収

束し �和を $ とする�，$  $�$��．
◎ 関数項級数
&�'( ������	 が � � � で ����に一様収束� 板書 �

�'( 各点収束：各 � に対して ����� が ���� に収束．
�  ��� �� は � に依ってよい．

注：一様収束は各点収束よりきつい条件．

$���� 
��

�	�

������ $��� 
��
�	�

����� に対しても，絶対

収束・一様収束等が同様に定義される．
)*�( ������	：� で連続で，���� に一様収束
� ���� は連続

�



)*�(
��
�	�

�� ��� � 	�が収束し，� で ������� � ��

�
��
�	�

����� は � で一様絶対収束．

◎ 巾級数
��
�	�

���� � ���：� を中心とする巾級数．

原点中心なら
��
�	�

���
�  �� � ��� � ���

� � � � � (
)*�( �����*�,1� ���# の公式� 板書 �

注：ここで，上極限 ���
���

��  ���
���

��.�� は，実数

列 �� の最大の集積値で必ず存在する．	�� も含める．
板書 


注：� を収束半径という．収束円 ����  ��上ではどうな
るか分からない． 板書 �

)*�( ���
���

�� �
���

�� が存在すれば �� も含める．その値

を � とおく�，収束半径は �．

Æ 例 ��� ���� 
��
�	�

���� 板書 �

��� ���� 
��
�	�

����� 板書 �

�
� ���� 
��
�	�

�
���

� 板書 �

��� ���� 
��
�	�

�����

����� �
�� 板書 �

��� ���� 
��
�	�

�����

��������
���� 板書 �

��� ���� 
��
�	�

�������

�
�� 板書 �	

Æ )*�(
��
�	�

���
� の収束半径 �

�
��
�	�

����
��� の収束半径は � �項別微分�

��
�	�

�
������

��� の収束半径は � �項別積分�

)*�(
��
�	�

���
� は収束円内で正則で，項別微分・項別積

分可能．

注：���� 
��
�	�

���� � ��� は収束円内で何回でも微分

可能！ 板書 ��

◎ 指数関数，三角関数，対数関数の定義 板書 ��

　その性質 板書 �


Æ 二項定理 �� � ��� 
��
�	�

�
�
�

�
�� ���� � ��(

�
�
�

� ���
 ����������������

�� �取り敢えず � � � とする�

◎  
で覚える事 板書 ��

� � 複素積分

◎ 複素積分

&�'( 板書 � $� 
��

�	�

��"��2�� が，���� 2�� �
	 に対して，"� に依らずに $� � $ の時，

�
�
������ 

$．つまり， 板書 �

Æ 例 �
�

��
�

板書 


Æ )*�( % 上で，� ��� は正則で，����  � ���� が連続
�実は自動的に 34� � 板書 �

��#( 上の定理の条件下で，
�
�
������ は端点 �� � で決

まり，道に依らない．
��#( 上の定理の条件下で，

�
�
������  	．

)*�( ���
�
�

�
���������

�
�� 

�
�
�������

�
�
������，�

�
�������  �

�
�
������

���
�
�
� ���������� 

�
��������

	�

� �

�
�����������

�
�
�
�
������ 

�
�

��&�"��&��"��" 板書 �

Æ )*�($����*�の積分定理% �：単連結，%：� 内の閉
曲線，����：� で正則� 板書 �

��#( 板書 �

Æ )*�($����*�の積分表示% �：単連結，����：� で正
則，� � �，%：� 内の � を含む閉曲線� 板書 �

��#( ���� 
� ��

�
��� � �#����	 �円周上の平均値�．正

則関数の実部・虚部は極大・極小を持たない．
��#( 正則関数の絶対値は極大値を持たない．
��#( 正則関数の絶対値は零以外の極小値を持たない．
��#( 閉じた領域で正則な関数の絶対値は周上で最大値
を取る �最大値の原理�．
)*�($���#��+% 上の定理と同じ仮定で 板書 �

よって何回でも微分可能！
)*�($!�#�#�% �����*�の逆� �：単連結，����：� で
連続，%：� 内の閉曲線，

�
�
������  	 �
%�

� ����：� で正則
Æ )*�($5���"����% ����：� を除いて正則，有界
� ���� 定数
)*�($�����% 複素数係数の � 次式  	 は複素数の範囲
で � 個の解を持つ．
◎ )����#展開
����：� で正則．� � � 板書 �	

◎ 5��#��+展開
����：� で正則． 板書 ��

Æ � � 	 の部分：正則部．� � 	 の部分：主要部．負の
最高巾が �� � ���� の時，�  � を � 位の極 �.����．
� � の時，真性特異点．例：#

�
� の �  	．

� は孤立特異点としている．
・集積特異点．例：����� �

�
の �  	．�  �

��
�� � ��は

�位の極．�  	 のまわりに無数．これも真性特異点．
◎  �で覚える事 板書 ��

� � 留数解析

◎ 特異点
���� が �  � で正則でない時，�  � を特異点という．
	 � �� � �� � � �� � 	� で正則なら孤立特異点という．
その時 板書 � 5��#��+展開
��� ���

��
����  � �有限�の場合．$主要部無し%

����  � と定義すれば �  � は特異点ではない．
例： 板書 �

���� ある � � ��� に対して， ���
��

�� � ���������  ��

���
��

��� �������  � �	でない有限値�の場合．$主要部

有限% �  � は � 位の極
����� �������以外の場合．$主要部無限%

�  � は真性特異点．例：#
�
� の �  	．

Æ ���� の �  � の状態は，�  �
�
� ��"�  �� �

�
� とし

て，��"� の "  	 の状態とする．
Æ � で，極以外は正則である関数を有理型関数という．






◎ 留数
&�'( ����：	 � �� � �� � ' で正則．�  � における
���� の留数： 板書 


&�'( ����：' � ��� � � で正則．�  � における
���� の留数： 板書 �

例
�
�

��
��� �� � ��� �� � �� 板書 �

Æ )*�( �  �：正則点 板書 �

�  �：孤立特異点 板書 �

� �：孤立特異点，正則点 板書 �

��#( �  �：� 位の極 �� � ��

　� ����	����  ���
��

�
������

����

�����

�
�� � �������

�
　 � �：� 位の極 �� � ��，正則 ��  	�

　� ����	�����  ���
���

�����

�������
���� ��������

　 板書 �

Æ 例：����  ����
������� 板書 �	

◎ 留数定理
)*�($留数定理% ����：孤立特異点 �� を除いて � で正
則 � 板書 ��

Æ 例：( 
�
�

��
���

����
������� 板書 ��

Æ )*�( �
�

��
������� 

��
�	�

����	����� 

　 �
��
�	�

����	�	���������	�����( 板書 �


・例：上の例 板書 ��

・例：����  #
�
� 板書 ��

Æ )*�($偏角の原理% �
�

��
���

� ����
����  � � )  �．

�：% 内の零点の数 ������� なら � 個の零点とする�

)：% 内の極の数 ��� � ���� なら � 個の極とする�

�：��%� が 
  	 を回る回数
例 板書 ��

◎ 実積分への応用
Æ )*�( 板書 ��

-#�.( 板書 ��

&�'( ����*�の主値 板書 ��

例 板書 �	

Æ 実積分への応用例
実関数の範囲内で計算できるものもあるが �原始関数が
求まる，何らかの工夫�，ここでは複素関数を用いて計算
する．
�例 �：( 

� ��

�
��

��� �
 ��� �� � � � ��� � �� 板書 ��

� 例 �：(��� 
� ��

� ��/��� �� ��� 	 � ����	 �� � 	�

板書 ��

� 例 
：( 
��
��

��
������������ 板書 �


� 例 �：( 
��
�

�
 ��
���� �� ��� � � 	� 板書 ��

� 例 �：( 
��
�


���
�

�� 板書 ��

� 例 �：(  )
��
��


���
���� �� � �� 板書 ��

� 例 �：( 
��
� ������� �6#�����積分� 板書 ��

� 例 �：( 
��
�

#��
�

��� ��� �� �� � 	� 板書 ��

� 例 �：( 
��
�

�
��

��� �� �	 � � � �� 板書 ��

� 例 �	：( 
��
�� #������

�

�� ������積分�

��  ��#
��� �� � 	� ��

� � 	 � �
� � � � � � 板書 
	

� 例 ��： �
���� 板書 
�

� 例 ��：*�+��  ���
����

�
��

���
�����

��
�����

�� ������ �� � 	�

板書 
�

◎  �で覚える事 板書 



� � 各種の表示

多項式　和　　　　　　　� 級数展開
　　　　零点 � 因数分解 � 無限乗積展開
多項式
多項式 極　 � 部分分数� 部分分数展開
◎ 級数展開

���� 
��
�	�

���� � ���：)����#展開

���� 
��

�	��
���� � ���：5��#��+展開

例：�0. �� ��� �� ��� �� ��/�� � �� 板書 �

+�� � の展開は？

Æ 7�#������数 �� を �
��� 

��
�	�

��
��

�� ��,� � ��� と定

義する．
注：色々な流儀の定義があるので注意．
・��  �� ��  � �

� � �� 
�
� � ��  	� ��  � �

�� � � � �．
�����  	 �� � 	�

Æ 例
� � ��+ � 板書 �

○� ��+ �� 
�
 �

�


�� �
�
 � �����

�����  �
�

�
����� � �

�
� �

� ��+
�
� 

��
����� � � �� 

��
�	�

��
�����

�� � � �� 
��
�	�

���
������

�����

� +�� � 板書 
 ○� +�� �  ��+ � � � ��+ ��

� �

�� � 板書 � ○� �


�� �  ��+ �� � ��+ �

Æ 7�#������ 多項式 ����� は ���

��� 
��
�	�

�����
��

�� と

定義され，面白い性質が色々ある．例えば，
��

�	�

�� 

�
����������� �� � ���������� �� � 	�(

◎ 部分分数展開
)*�( ����：��� � � で有理型，�  	 で正則．極は �

位のみで，�  ��� ��� � � � � ����� � ���� � � � � �� ���
���

��

 �� ����	�����  ��．原点中心の円 %� �半径 '��

'� � '���� ���
���

'�  �� 上で正則で ������ � -．

� 板書 �

注：%� は円でなくても構わない．一般の形の閉曲線の
系列でよい．
Æ 例
� ��+ � 板書 � ○� ����  ��+ � � �

�
に上の定理を適

用できる． 板書 �

� �

�� �  �

�
�

��
�	�

�������
�������

� �
�
 �  ��

��
�	�

�������� �
� �

��� �
� �

������ ○� ��� �  ������ � ��

� +�� � 
��
�	�

��
��� �

� �
������ ○� +�� �  �


�� �� � ��+ ��

� �

��� �


��

�	��
�

�������．

Æ�������の " 関数："�.� 
��
�	�

�
��

��� . � �� 板書 �

◎ 無限乗積展開

�



&�'( � � �� � 	� /� 
�


�	�

��  ���� � � ���

無限積 / 
�

�	�

�� � ���
���

/�  /

)*�(
�

�	�

�� が収束 � 	 � 	� 
� � 	� �(+(

� � � � � � ��������� � � ��� � �� � 

��#(
�

�	�

�� が収束� ���
���

��  �．��  � � �� と

書くと，
�

�	�

�� � ��� 収束� ���
��� ��  	

)*�(
�

�	�

�� � ����� 収束 �
�

�	�

�� � ��� 収束．

この時
�

�	�

�� � ��� は絶対収束するという．

)*�(
�

�	�

�� � ����� 収束 �
��
�	�

���� 収束
)*�( 	 � ���� � � の時，

　
�

�	�

�� � ����� 収束�
��
�	�

���� 収束
)*�( 絶対収束する無限積は掛ける順番を変えても値は
変わらない．
一様収束なども同様に定義される．

)*�( �����：� で正則．���� 
�

�	�

�����：� で広義

一様収束� ����：� で正則．
Æ )*�( ����：��� � � で正則．零点は � 位のみで，
�  ��� ��� � � � � �	 � ���� � ���� � � � � �� ���

��� ��  �．
原点中心の円 %� �半径 '�� '� � '���� ���

���
'� ��

�� を通らない�上で ������ � - ( � 板書 �

Æ 例
� ��� � 板書 �	

○� ����  
�� �
�
に上の定理を適用できる． 板書 ��

別証：��/ 
�� �
�


� �
�

�
��+ , � �

�

�
�, 

� �
�

��
�	�

����
������� 

� ��
�	�

��/�,�������
��
�
 ��/

�

�	�


�� ��

����

�
�� � ���

� ��� � 
�

�	�

�
�� ��

��� �
� �

���

�
○� ��� �  
�� ��


�� �

◎ 積分表示
)*�( ���� 
�：� � �� 
 � % で連続．
 を固定した
時，� について正則．� 板書 ��

注：% が � まで延びている場合や，% の端点で � が有
界でない場合でも，積分が � について一様収束していれ
ば 34．
Æ 例
� 対数関数 板書 �


� ガンマ関数 8��� 板書 ��

○�
��
� 部分：' � �．	 � �� � � ' で �#��,���� �

#��,���．
��
� #��,����, 収束．� 一様収束．� �

�
部分： � 	． � �� � で �#��,���� � #��,���．� �

� #��,����, 収束．� 一様収束．
・8���� 

��
�

#��,��� ��/ ,�,

8������ 
��
� #��,������/ ,���,．

・8�� � ��  �8��� ○� 板書 ��

・8���  � ○� 板書 ��

・8��� ��  �9 �� � ����

◎ 漸近展開：� � � の様子
&�'( $���� 

��
�	�

�
��
．形式的に $��� 

��
�	�

�
��

�収

束しなくてもよい�．�#/ � のある範囲に対して ���
�����

��
�
�����$����

�
 	の時，その �#/ � の範囲で ���� �

$��� 
��
�	�

�
��
．

注：���� が漸近展開を持てば一意的．異なる関数が同じ
漸近展開を持つ事がある．

注：���� �
��
�	�

�
��
� ���� �

��
�	�

��
��
� ���� � ���� �

　
��
�	�

����
��

� �������� �
��
�	�

��
��
� �� 

��
�	�

������．

注：項別微分・項別積分は必ずしもできない．
Æ 例
� 誤差関数 :#'�

���

� �
�
#��

�

�,

:#'� �
�
�

� � ����

��

��
�	�

�������������
������ �� ���．

���� ��99
���
 ���� ������ 
� � � � 
 � �� ����99 ��� �．

○�
� �
� #��

�

�, 
�
�

� � ��
�

#��
�

�,(
��
�

#��
�

�, ��
�
�#��

�

�� ��
�� �,  $#��

� ��
�� %

�
� �

��
�

#��
� �
��� �, 

����

�� �
$#��

� ��
��

�
��� %

�
� � ����� ��

�
#��

� ���
������ �,  � � � (

� �
���

�  ���

����

�������� 	 なので収束しない．

'����
���
 ����� $����  ����� ��

�
#��

� ��������
������ �,�

�'����� � ���� ��99#��
� ��

�
��

������

　　　  ���� ��99#��
� �
����

�
��

�
����� (

� ガンマ関数 �� を ��  ��  �� ��  �
���

�
����� �

����
�	�

�
�
�

�
��������

�
�� � �� と定義すると，

8��� �� � ������#��
��
�	�

����

����
�
��

注：負の実数でない � でも 34．
導出：積分変数を , から #��,�  ��#��#�

�
� �

�

を満た

す � に取り換える．,  �
��
�	�

�
�� �

� とおく �収束するか

どうかは知らない�．積分と無限和を入れ換えて �等式が
成立するかどうかは知らない�，積分を実行する．
・8����� � ���� ��#��

�
�� �

����
�

������ ���
��������� � �

�
特に 板書 ��

特に �  � � ��� の時， 板書 �� ;+#����/の公式
Æ 鞍点法
鞍点：� ����  	 となる点
例：����  �� 板書 ��

・(��� 
�
�
#�������" の � �� の様子

�� ���"� が極小になる様に ��"� の鞍点 "� を通る様に
変形できるとする． 板書 �	

��� � � では "  "� の近くがきく． 板書 ��

� 例：ガンマ関数 板書 ��

◎  �で覚える事 板書 �


� � 解析接続

◎ 解析接続
)*�($一致の定理% ����� ����：� で正則．
�� � � �(+(

���
��� ��  � � �� �����  ����� �

	�� � 板書 �

�



��#( ����� ����：� で正則．� � �� �# � � % で
����  ���� � � で ����  ����

&�'( � で正則な ���� を，� � �� でも正則になる様に
定義域を拡げる事を解析接続という．
目一杯定義域を拡大した時，その領域を存在領域，その
境界を自然境界という．
注：可能ならば一意的．関数関係は不変．存在領域が単
連結ならば一価
◎ 解析接続の方法
巾級数，積分表示，鏡像原理，関数等式，など
��� 巾級数 �一般的だが実用的ではない� 板書 �

直接接続という．各巾級数を関数要素という．
)*�( 収束円上には必ず特異点がある．○� 板書 


例 板書 �

��� 積分表示 例 ��/ � 
� �
��

��
�

�
� 鏡像原理
)*�($;�*<�#= の鏡像原理% � � 上半平面．����：�

で正則，� � �� で連続，�� 上で実数値．� ����

は � � �� � �� に解析接続される．� � �� では
����  �����． 板書 �

注：一次分数変換との合成により，円版もある．
��� 関数等式
例：ガンマ関数 板書 �

� � � 	������� � � � で定義された．
・�  	������� � � � は � 位の極で，����	��8��� 
�����

�� ． ○� 板書 �

◎ ガンマ関数の各種表示
Æ 積分表示
・ 板書 �

・1��>��の積分表示：8���  �����

�� 
����

�
�
#��"����"

�� �� �� 板書 �

○� 板書 �	 この式で � � � �� に対して定義する．
注：�  	������� � � � では分母が 	．�  �� �� � � � では
分母が 	だが，� ��� も 	で有限になる．
Æ 無限乗積表示 �� � � 	

・$�����% 8���  ���
���

����

��������������

・$:���#% 8���  �
�

�

�	�

�
� � �

�

���
� � �

�

���

・$?���#�+#���% �
����  �# �

�

�	�

�
� � �

�

�
#�

�
�

よって 8��� は零点を持たない．0 は :���# の定数，

0
���
 ���

���
� ��
�	�

�
�
� ��/�

�
 	�������� � � �．

� これらを用いると
・8���8��� ��  �


����

・8���8�� � �
�
�8�� � �

�
� � � �8�� � ���

�
�

 ����
���
� �

�
����8���� ��  �� �� � � ��

・1���
���
 �

��
��/ 8���  �����

���� ディ・ガンマ関数，
��

���
��/ 8��� ポリガンマ関数． 板書 ��

◎ ベータ関数 ���� �� 板書 ��

・,  �� � と変数変換すると，���� ��  ���� ��

・,  ���� 	 と変数変換すると，
���� ��  �

� �
�

� ������� 	 ������� 	 �	

・8 関数との関係 板書 �


Æ ���� ��  ��������
������ で解析接続

Æ 色々な積分が 8� � を用いて表される．
◎ �������のゼータ関数
Æ 板書 ��

・無限乗積 "��� 



!�素数

�
�� �

��
��� � � ��

・積分表示 "���  �
����

��
�

����

��� �, ��� � � ��

○� �
���  ��

���� 
��
�	�

#��� �, � 	�

Æ �� � � � で，��
�
� 8� �� �"��� 

��
�	�

�
�

���

� �
�8� �� �


��
�	�

��
� ,

�
���#��

����, 
��
� ,

�
���

��
�	�

#��
����,


��
� ,

�
���

��
�	�

#��
����,�

� �

� ,
�
���

��
�	�

#��
����,


��
�

,
�
���

��
�	�

#��
����,�

��
�

,�
�
���

��
�	�

#��
�� �

 �,


��
�

,
�
���

��
�	�

#��
����,

�
��
�

,�
�
���

�
,
�
�
� �

��
�	�

#��
���
�� �

�

�
�,

 �
������ �

��
�

�
,
�
� � ,

���
�

�
,��

��
�	�

#��
����,

この最後の式は 	� � 	� � で正則，� � �� � で対称．
最後から 
つ目から �つ目の式に行く際に，-������の和
公式『�� 2 � 	� �2  ��� � ���  ��

��

��
�� ����#�����

に対して，
�
�
�
��

� ���� 
�
2
�
��

��2��』を，���� 

#�
�
��

�

�� � 	� �� � ���  ��

#�

�
�
�

�

�に対して，� 

�,� �  �
�
�� 2 

�
� として用いた．

Æ "���  �
�
�

�� �� �

�
�

�������
��
�
�,

�
��,

���
� �,��

��
�	�

#��
����,

�
で 	� � � に解析接続．
・� � 	 では右辺 � � �

� なので "�	�  � �
�．

・� � � で �� � ��"���� � なので ����	�"���  �．
Æ 関数等式 ��

�
�8� �� �"���  ��

���
� 8� ���� �"��� ��

・"����  ������� ����
��

������ ��� �� � �� なので

"��� ���  � �
����� �� � ��． 例 板書 ��

Æ "���の零点：�  ��� ��  �� �� � � �� �位 �これは �
�� �� �

�の �  	 以外� からくる零点�．他は 	 � �� � � � に
ある．�� �  �

� 上に無数にある．全て �� �  �
� 上に

あるだろう ��������予想�．
Æ 1�#<�+=のゼータ関数
"��� ��

���


��
�	�

�
������ ��� � � �� 	 � � � ��

"��� ��  "��� である．

・� �,�  �������

��� 
��
�	�

����� �� �
�

�� とおく．

・3��� 
�
�
� �,�,����, は 	� で正則． 板書 ��

積分路を 板書 �� として計算すると，�� � � � で
3���  �#���� � ��8���"��� ��．
� "��� ��  �

�������������3���  �
���#

����8��� ��3���

で 	� � � に解析接続．
・3��� �� 

�
��

� �,�,�����,  ��� �
������� ��

��  	� �� �� � � ��

・� � �で �����"��� ��� �なので ����	�"��� ��  �．
・"��� �� ��  ������� �

�
����� ��  � �

�
�����

��  �� �� � � �� 例 板書 ��

�



◎  �で覚える事 板書 ��

第 �部：常微分方程式

常微分方程式を解けるようになろう！

� � 常微分方程式の基礎概念

◎ 自然現象の規則性 � 方程式として表される
例 板書 �

・ある量 � を与えた時に別のある量 � はどの様に定まる
か？
いっぺんに求める事は難しいが，� を少し変化させた
時に � がどの様に変化するかは分かる事がある．つま
り，� を微小量 2� だけ変化させた時の � の変化量
2�  ����2�� � ���� が分かる場合がある．
この場合，2�� 	 とすると微分方程式が得られる．
Æ 例
� 放射性物質の崩壊過程：放射性物質は単位時間当たり
ある確率 4 で崩壊する．時刻 , での原子の数を ��,� 個
とすると，短い時間 2, の間に �42, 個の原子が崩壊
する． 板書 �

� 自己増殖過程：バクテリア等の個体数 ��,� は，栄養
物質が十分あるなど環境が整っていれば，一匹一匹は
単位時間当たり一定の割合 �増殖率 5� で増えていく．
板書 


� ロジスティック・モデル：上の例で � が増えると栄
養物質が不足するなど環境が悪化して増殖率 5 は低下
する．例えばある数 - に達すると増殖しなくなる場合
には，この影響を 5 を 5�� � "

#
� に変える事で取り入

れよう． 板書 � ロジスティック ���/��+��� 糧食に関す
る�方程式
� 力 +� を短い時間 2, の間加えると運動量 +/ が変化す
る． 板書 �

� �@+�  +�

図を描き，力を書き込み �文字でおく�，座標軸を決めて，
�@+�  +� を成分で書き下す．
・落下運動 板書 �

・単振動 板書 �

・一様な重力下で，滑らかな一様なひもの両端を固定し，
つり合っている時のひもの形 板書 �

� �� 平面上の原点中心の円が満たす式 板書 �

� 弦の振動 板書 �	 ：偏微分方程式 �独立変数が �個以
上� � 常微分方程式 �独立変数が �個�

◎ 解いてみる
� �  ����� ��

��
 �� ��：定数� 板書 ��

解は無数にある．一般解という．�  ���� を �� 平面に
書いたものを解曲線という．
� 放射性物質の数
,  	 で ��	�  �� とする �初期条件� 板書 ��

� �� 
�
� 板書 �


���の解はこの形をしていない．特異解という．
◎ 用語
Æ 微分方程式：未知関数 �従属変数�とその導関数を含む
方程式
・常微分方程式：独立変数が �つで，その変数による導

関数を含む方程式
・偏微分方程式：独立変数が複数個あり，それらの変数
に関する偏微分を含む方程式
・未知関数が �つの時，単独常微分方程式という．
　 �  ����� ��  ��

��
� ���  ���

���
� � � � � ����  ���

���
�

　 � ��� �� ��� � � � � �����  	

・未知関数が複数個ある時，連立常微分方程式という．
　 ��  ����� �6  �� � � � � 7��

　 ����� ���	� ����	� � � � � ������ 	�  	 ��  �� � � � � 7��
　通常は 7�  7 で，以下ではそう仮定する．
Æ 型
� ��� �� ��� � � � �  	

・� に含まれる導関数の最高階数 � を微分方程式の階
数という．� ��� �� ��� � � � � �����  	 �で ���� が確かに
入っている�
・� が �� ��� � � � � ���� について多項式の時，���� の次数
/ を微分方程式の次数という．
例：��� � � ��� � � �� � �  	 は �階 
次
・� が �� ��� � � � � ���� の全てについて �次の時，微分方
程式は線型，そうでない場合は非線型という．
・� ��� �� ��� � � � � �����  	 が ���� について解く事がで
きて ����  ���� �� ��� � � � � ������� と表される時，微分
方程式は正規形，そうでない場合は非正規形という．
例：�� �  �．��  ��� と書き直すと，�つの正規形を
合わせたものに等しくなる．
・連立常微分方程式は ����� ���	� ����	�  	 ��  �� � � � �

7� の時 �階と呼ばれ，更に ���  ����� ���	� と表される
時は正規形であるという．
Æ 解
・� ��� �� ���  	 の解 �  &��� とは：
&��� が定義されているある区間を ( とする �解の定
義区間という�．� が定義されているある領域内の点
��� &���� &����� に対して，� ��� &���� &�����  	が � �
( について恒等的に成立する事．
・解の初期条件
���  ����� ���	� ��  �� � � � � 7� の解は 7個の任意定数を
含む．�大抵の場合，� �� の初期値 ������  ��� を与え
れば �初期条件という�，7 個の定数が決まり，解が一意
的に求まる．
����  ���� �� ��� � � � � ������� に対しては，初期条件と
して �����  ��� �

�����  ���� � � � � ����������  �
�����
�

を与えれば良い．
・一般解：�有限個の�任意定数を含む解
・特殊解 �解解�：任意定数の値を定めて得られる解
・特異解：任意定数にどんな値を取らせても一般解から
得られない解
例 �� 

�
� 板書 ��

◎ 解の存在と一意性
次の微分方程式と初期条件
���：���  ����� ���	� ��  �� � � � � 7�

����：�  �� で ���� � � � � �$�  ����� � � � � �$��
を考える．
・解はあるのか？：存在
・解は �つだけか？：一意性
・どうやって求めるか？：解法 � �以降
Æ )*�($-����の存在定理% 領域 �：��� ��� � �� ��� �
���� � 8 ��  �� � � � � 7�� ��� 8 � 	�において，�� は連続で

�



���� � - ��  �� � � � � 7�� �- � 	� とする．� �������
の解が ��� ��� � ������ %

#
� において存在する．

注：逆は言えない．つまり定理の条件が満たされていな
くても解が存在する事はあり得る．
注：一意性は必ずしも成立しない．

例：
�
��  
�

�
�

��	�  	
上の定理の条件を満たすので解は存在．

板書 ��

Æ )*�($����*�,5�.��*�+=の存在および一意性定理%

領域 �：�� � ��� � �� ��� � ���� � 8 ��  �� � � � � 7��

��� 8 � 	�において，��は連続で ���� �- ��  �� � � � � 7��

�- � 	� とする．�� は � において 5�.��*�+=条件を満
たす．� ������� の解が �� � ��� � ������ %

#
� におい

て存在し，しかもただ �つに限る．
注：ここで 5�.��*�+=条件とは，全ての � の点 ��� ���	��
��� �A��	� に対して，������ ���	� � ����� �A��	�� � 9

$�
�	�

��� � A�� � ��  �� � � � � 7� が成立する事．9 は正の定数．
注：逆は言えない．つまり十分条件．
注：�� が ���	 について偏微分可能でその導関数が �

において連続ならば，�平均値の定理を用いて容易に証
明できる様に� �� は 5�.��*�+=条件を満たす．
・物理に現れる問題の多くは上の注の条件を満たすので
�よって 5�.��*�+= 条件を満たす�，解の存在と一意性が
あると思って差し支えない．
・証明の雰囲気 �7  �� 板書 ��

Æ 解の延長
・上の定理は局所的存在定理と呼ばれる．つまり初期条
件に対応する点 ���� ����	� � �$�� の近傍 � のみに注
目して，その内部での解の存在について述べている．し
かし実際にはもっと広い範囲で解を考える必要がある．
・* を �$�� の開集合として，関数 ����� ���	� �� 

�� � � � � 7�は * で連続で，���	 について局所的に 5�.�,

�*�+= 条件を満たすとする．ここで ����� ���	� が ���	
について局所的に 5�.��*�+= 条件を満たすとは，*

に含まれる任意の有界閉集合 : に対して正の定数
9� が定まり，: の全ての点 ��� ���	�� ��� �A��	� に
対して ������ ���	� � ����� �A��	�� � 9�

$�
�	�

��� � A�� �
��  �� � � � � 7� が成立する事．
注：����� ���	� が * において ���	 について偏微分可
能でその導関数が連続ならば，この条件は自動的に満た
される �平均値の定理を用いて証明できる�．
・���� ����	� � * に対して �������を考える．
定理より ���� ����	� の近傍 � では解が存在する．その
解の定義区間は �� � ��� � ������ %

#
� である．この解

の定義区間を延長して拡げる事ができる �� が増加する
方向を右への延長，� が減少する方向を左への延長と言
う�．例えば解 &���� が � � �� の範囲で閉区間 $��� A��%

で定義されているとすると，その解は必ず A�� を越えて
右に延長可能である．
○� &��A���  A��� とおくと �A��� �A���	� � * で，* は開
集合より，��：��� A��� � A�� ���� A���� � A8 ��  �� � � � � 7��

�A�� A8 � 	� を * の内部に作れる．これに定理を使え
ば �A��� �A���	� を通る解を作れて，その解の定義区間は
�� � A��� � ����A�� �%

�#
� である．A�� � ����A�� �%

�#
�  AA�

とおき，�� 

�
&���� �� � � � A��

A&���� A�� � � � AA��
とおくと，これは

$��� AA��% で解になっており，$��� A��% では元の解 &� と一
致しているので，解の右への延長である．
・�������の解で，左右両側にそれ以上延長不可能な所ま
で定義域を拡げたものを延長不能解 �極大延長解� とい
う．普通微分方程式の解と言えば �局所的な解ではなく�

延長不能解を指す事が多い．
)*�：��� において �� は �$�� の開領域で定義された
連続関数で，���	 について局所的に 5�.��*�+= 条件を
満たし，���� ����	� を * の点とする．� �������の延
長不能解の定義域は開区間 ���� ��� ��� � �� � ���

�� � �� � ��で，� � ��� �� では点 ��� �&����	� は
* の境界に限りなく近付く �但し，* が有界でない時に
は，点 ) が * の内部を通って無限に遠ざかる場合をも，
) が * の境界に限りなく近付くものとみなす�．
・独立変数が複素変数の場合には，解の延長は解析接続
を用いればよい．�実変数よりも簡単！�

)*�($����*�の存在定理% � � � � 
� � � (

����：�	�

��
 ����� �
�	� ��  �� � � � � 7�(

�����：�  �� で �
�� � � � � 
$�  �
��� � � � � 
$��(

�� は �  �� で正則とする．� ��������� の解で �  ��
において正則なものがただ �つ存在する．
Æ 初期値依存性
適当な条件の下で，解 ��  &��� B ����	� は初期値 ����	
について連続，微分可能，� � � である．
Æ パラメータ依存性
微分方程式がパラメータ �4�	 ��  �� � � � ���に依存す
る場合：���  ����� ���	 B �4�	�
適当な条件の下で，解 ��  &��� B �4�	� はパラメータ
�4�	 について連続，微分可能，� � � である．
Æ 高階 � �階連立�

����  ���� �� ��� � � � � �������
�����  ��� �

�����  ���� � � � � ����������  �
�����
�

板書 �� つまり ���  ����� ���	� の形
・連立の高階も同様に �階連立の形にもっていける．
・よって解の存在・一意性の定理が使える．
◎  �で覚える事 板書 ��

� � ��階の	微分方程式の初等的解法

Æ �  ���� 板書 �

・逐次近似法でやってみよう．�� の存在定理の証明に
現れた逐次近似法がどんな感じの事をやっているかをみ
るため．� 板書 �

◎ 色々なタイプの微分方程式
��� 変数分離形：��  ��������

$解法% 板書 


・あとは積分が具体的に求まればよい．
・����  	 の根 �  �� も解 �特殊解または特異解�．

・
��
��

&���  ���� の代わりに形式的に ��
&���  ������ と書

く事が多い．
例 ��� ��  �� 板書 � ���� ��  �

�
板書 �

����� ��  ��� ��� 板書 �

��� 同次形：��  �� �
�
�

$解法% 板書 �

例 ��� ��  �
�
板書 � ���� ��  �����

��� 板書 �

�



����� ��  ������
����� 板書 �	

・;  4�� <  4� としても微分方程式 ��  �� �
�
� は不

変．解曲線は相似な解曲線に移る．
�
� �階線型：�� � /����  =���

=��� � 	 の時は斉次，=��� �� 	 の時は非斉次という．
$解法% 板書 ��

例：�� � ��  �#�� 板書 ��

例：速度に比例する抵抗を受ける物体の落下 板書 �


��� 完全微分形：>��� �� ��
��

� ) ��� ��  	 で，

) ��� ��  '(��)��
'�

� >��� ��  '(��)��
'�

と表される場合

$解法% 板書 ��

・> ��
��

� )  	 の代わりに )���>��  	 と書く事が
多い．
・�変数関数 ?��� ��において，�� � を微小量 2�� 2� だ
け変えた時の ? の変化は 2?  ?���2�� � �2���
?��� ��  '(

'�
2� � '(

'�
2� � �高次� である．? の全微

分を �?  '(
'�

��� '(
'�

�� と定義する．

・)*�( )  '(
'�

� >  '(
'�

� '*
'�

 '+
'�

注：これは物理数学 �でやった「+�  �/#� @� #�++� 
+	」の特別な場合である．
○� �： 34( �：? を具体的に �つ作ればよい．
板書 ��

注：>  '(
'�
から出発すれば ?��� �� 

� �
��

) ��� ������� �
��

>��� �����?��� � ��� を得るが，その差は 板書 ��

注：? に定数を足しても構わない．
・'*

'�
 '+

'�
が成立していなくても，'�#* �

'�
 '�#+�

'�
と

なる -  -��� �� �積分因子と言う�が見つかれば，完
全微分形になる．
注：積分因子は存在するとしても一通りには決まらない．
・一般に同次形では -  �

�*��+ に取ればよい．

例 ��� ���� 
����� �
�� �����  	 板書 ��

���� ���� ���  	 板書 ��

����� ���� ����� ��� � ����  	 板書 ��

・同次形の場合の様に，- を一般に求められる場合があ
る．例えば，�'*

'�
� '+

'�
�A>  &��� なら -  -��� 

#
�
,����� に取ればよいし，�'*

'�
� '+

'�
�A)  1��� なら

-  -���  #�
�
-�����．この他，-  ���� と仮定

してやってみるなど．
��� 高次 �非線型�方程式
・特殊な置き換えで，変数分離形や線型 ��階とは限らな
い�にできる事がある．
・��  / とおき，/ を変数と考えると解き易くなる事が
ある．
・特異解を持つ事がある．
� 著名な例
・7�#������の方程式：���) ����  >����� �� � 	� ��．
�� で割り，����  � とおくと，� について �階線型．
・�����+�の方程式：��  ) ��� �>���� � '�����．���
�� という解が �つ見つかったとすると，�  �� � � と
おくと，� について 7�#������ の方程式 ��  ��．����
�  � .�

�.
とおくと，� について �階線型斉次．

非正規形のものとして，
・����#��+の方程式：�  ��� � �����
・5�/#��/�の方程式：�  ������ � �����．

両辺を微分して，� と ��  / の式にする．
��� 非正規形
例：�� �  � �� � 	� 板書 �	 � つを組み合わせた

� 

��
�

�
� ��� ���

� �� � ���

	 ��� � � � ���
�
� ��� ���

� �� � ���

も解．

�任意定数が � つ ��� と ��� が現れたのは ��  ���

だったから．� 板書 ��

初期条件 �����  ���� 	� を満たす解は 板書 ��

5�.��*�+= 条件 ���� � �
��� � 9��� � ��� は � �

9���� �
�
��� となり，�� と �� を 	 に近く取れば成

立しない．よって解の一意性は保証されず，実際無限に
あった．
�  �

� �� � ��� で � を動かすと，その包絡線は �  	．

これが特異解 �  	 である． 板書 �
 $例終わり%

� � つのパラメータ � で表される曲線の族 �%����
&��� �� ��  		 を考える．曲線 B は，B の各点で
�%���	のいずれかに接している時，曲線族 �%���	の包
絡線であると言う．包絡線 B の式は

�
&��� �� ��  	
'
'

&��� �� ��  	

�パラメータ表示�から �を消去して得られる． 板書 ��

)*�( 非正規形の微分方程式 � ��� �� ���  	 の一般解
&��� �� �� �� は任意定数� が求まった時，曲線族 �%����
&��� �� ��  		 の包絡線は � ��� �� ���  	 の特異解で
ある．
◎  �で覚える事 板書 ��

� � 定数係数の線型微分方程式

Æ 解の存在と一意性は保証される．
例 ・空気抵抗を受けた強制振動 板書 �

・�5�回路 板書 �

 ��� �階斉次
◎ ���� � ��� � ��  	 ��� �� � 定数，� � 	�

� ��� � /�� � =�  	 �/� = 定数�

これを幾つかの方法で解いてみる．
Æ $解法その �% ����  ����#�

�
�� とおくと，��  ��� �

!
���#

��
��� ���  �����/��� !�

� ��#�
�
� � となり，����/���

=�  ������=�!�

� ���#
��

� �となるので，�����=�!�

� ��  	

を得る．よってあとは ���� =�  	 の形 �標準型という�
のものが解ければよい．
��� � =�  	 を考える．
��� = � 	 の時 板書 
 これは“エネルギーの式”であ
る．�  	 の時は ��  �  	．� �  	．これは元の式
を満たす．以下 � � 	 を考える． 板書 �

���� = � 	 の時 板書 �

����� =  	 の時 板書 �

Æ $解法その �% ���� /��� =�  	 の勝手な解 ��� �� と定
数 � に対して， 板書 �

よって ��� � /�� � =�  	 の解の空間はベクトル空間に
なっている．和とスカラー倍は通常の関数の足し算と定
数倍である．
・初期条件 ������� �

������  ��� 	� を満たす解を ��，
������� �

������  �	� �� を満たす解を �� とすると，初
期条件 ������� �

������  ���� ��� を満たす解は 板書 �

よってこの �� と �� は基底となっており，解の空間の次

�



元は �である．
・この �� と �� でなくても，一次独立な �つの解 �� と
�� �基本解という�に対して，一般解は 板書 �

・ここで � つの関数 ����� と ����� が一次独立とは，
「������� � ������� � 	 �� の関数として� � ��  �� 

	」となる事である．一次独立でない時には一次従属と
いう． 板書 �	

C ���� ���
���


������ ��
� �� � ��

����  ���
�
� � � ���� を?#���>�行列

式，ロンスキアン �?#���>����という．
・つまり ��� � /�� � =�  	 を解きたければ一次独立な
解を �つ見つければよい．
�  #/� という形の解を探してみる．�複素数の範囲
で！� 板書 ��

��� !�

� � = � 	 の時 板書 �� “減衰振動”

���� !�

� � = � 	 の時 板書 �
 “過減衰”

����� !�

� � =  	 の時 4  �!
�

�  #�
�
� � という解 � つしか見つかっていない．も

う � つ解を見つけたい．�  �#�
�
� � を考えてみると

板書 �� “臨界減衰” 板書 ��

Æ $解法その 
% 板書 ��

�階線型を �回解けばよい． 板書 ��

Æ $解法その �% �階連立に書き直す．→  �
Æ 例・��� � ��� � ��  	 板書 ��

・��� � ��� � ��  	 板書 ��

・��� � ��� � ��  	 板書 �	

 ��� �階非斉次
◎ ��� � /�� � =�  ����

�  < ��� という解 �特解� が � つ見つかったとする．
板書 �� 斉次方程式である！

その基本解を ��� �� とすると 板書 ��

よって特解を ��つ�見つけられればよい．
特解を幾つかの方法で見つけてみる．
Æ $解法その �% 定数変化法
斉次方程式の一般解 ����  ������� � ������� に対し
て，����  ���������� � ���������� としてみる．特解
を � つ見つければよいので，� つの関数 ��� �� は必要
ではなく，その間に条件を �つおいて構わない．普通は
����� � �����  	 とおく． 板書 �


Æ $解法その �%

���� に応じて適当な形の解を仮定して探す．
4� � /4� =  	 の解を 4�� 4� とする．
��� ����  �� の � 次式� 板書 ��

��� ����  �#�� 板書 ��

�
� ����  � ���D��� ���D� 板書 ��

��� ����  �� 次式�� �指数，三角関数� 板書 ��

��� 上の形の式の和になっている時は，仮定する形も和
にする．
Æ $解法その 
% 板書 ��

�階線型を �回解けばよい． 板書 ��

Æ $解法その �% �階連立に書き直す．→  �
Æ 例・��� � ��� � 
�  � 板書 
	

・��� � ��� � 
�  ���� 板書 
�

・��� � ��� � 
�  
#�� � �#� � �#�� 板書 
�

・強制振動 板書 



 ��� 高階斉次
◎ ���

��� � ���
����� � � � �� �����

� � ���  	

���� � � � � ��：定数，�� � 	�

���� � /��
����� � � � �� /����

� � /��  	

�/�� � � � � /�：定数�

 
(�の方法をそれぞれ拡張してみる．
Æ $解法その �% ����  ����#�

��
�
� とおくと，���� 

����� � /��
����� � � � � �#� ��

�
�� ������  ������� �

� � � �#� ��
�
� となるので，����� /���

������ � � �� /���  	

を得るが，これ以上はどうしてよいか分からない．
Æ $解法その �% ����� /��

������ � � �� /����
�� /��  	

の解の空間はベクトル空間になっており，その次元は �

である．つまり一次独立な解 ��� � � � � �� に対して，一般
解は 板書 
�

・ここで � 個の関数 ������ � � � � ����� が一次独立と
は「������� � � � � � ������� � 	 �� の関数として� �
��  � � �  ��  	」となる事である．一次独立でない時
には一次従属という． 板書 
�

・よって ����� /��
������ � � �� /����

�� /��  	 を解
きたければ，一次独立な解を � 個見つければよい．
�  #/� という形の解を探してみる．�複素数の範囲
で！� 板書 
�

4 の � 個の値 4�� � � � � 4� が全て異なる時は，#/��� � � � �
#/�� は独立な解． 板書 
�

複素根 �� �2 に対しては，#����0�� と #����0�� の代わ
りに #�� ���2� と #�� ���2� を取ってよい．
4�� � � � � 4� の内に等しいものがある場合：4 が � 重根
の場合は，#/�� �#/�� ��#/�� � � � � ����#/� が独立な解．
Æ $解法その 
% 板書 
�

�階線型を � 回解けばよい．
Æ $解法その �% �階連立に書き直す．→  �
Æ 例・���� � ���� � ���� � ��  	 板書 
�

・���� � 
��� � ��� � ��  	 板書 �	

・���� � 
��� � 
�� � �  	 板書 ��

 ��� 高階非斉次
◎ ���� � /��

����� � � � �� /����
� � /��  ����

 
(�と同様に特解 �  < ���が �つ求まれば， 板書 ��

よって特解を ��つ�見つけられればよい．
 
(�の方法をそれぞれ拡張してみる．
Æ $解法その �% 定数変化法
斉次方程式の一般解 ����  ������� � � � � � �������

に対して，����  ���������� � � � �� ���������� とし
てみる．特解を � つ見つければよいので，� 個の関数
��� � � � � �� は必要ではなく，その間に条件を �� � 個お
いて構わない． 板書 �


Æ $解法その �%

���� に応じて適当な形の解を仮定して探す．
4�� /�4

���� � � �� /���4� /�  	 の解を 4�� � � � � 4�
とする．
��� ����  �� の � 次式� 板書 ��

��� ����  �#�� 板書 ��

�
� ����  � ���D��� ���D� 板書 ��

��� ����  �� 次式�� �指数，三角関数� 板書 ��

��� 上の形の式の和になっている時は，仮定する形も和
にする．

�	



Æ $解法その 
% 板書 ��

�階線型を � 回解けばよい．
Æ $解法その �% �階連立に書き直す．→  �
Æ 例：����� � ���� � �  #� 板書 ��

◎  
で覚える事 板書 �	

� � 変数係数の線型微分方程式

Æ 係数関数が連続ならば，解の存在と一意性は保証さ
れる．
 ��� 一般論
◎ 斉次
���� � /�����

����� � � � �� /�������
� � /�����  	

 
(��  
(
 と同様に，解の空間はベクトル空間になっ
ており，その次元は � である．つまり一次独立な解
��� � � � � �� に対して，一般解は 板書 �

よって，一次独立な解を � 個見つければよい．
◎ 非斉次
���� � /�����

����� � � � �� /�������
� � /�����  ����

 
(��  
(�と同様に，特解 ����  < ��� が �つ求まれ
ば， 板書 �

よって特解を ��つ�見つけられればよい．
Æ 定数変化法： 
(��  
(�と全く同じである．唯一の違
いは， 板書 


 ��� �階
◎ 斉次 ��� � /����� � =���  	

Æ 標準型 板書 �

Æ 定数変化法：����  ����� という解が �つ見つかった
とする． 板書 �

Æ より一般的な解き方については �  �
Æ 例：��� � �

�
�� � �

��
�  	 板書 �

◎ 非斉次 ��� � /����� � =���  ����

Æ 例：��� � �
�
�� � �

��
�  �� 板書 �

◎  �で覚える事 板書 �

� � 連立線型微分方程式

Æ 係数関数が連続ならば，解の存在と一意性は保証され
る．�階：+��  �+� �+�

　　　　 +� 

�
���(((

��

�
�� �  ��������� +� 

�
������(((

�����

�
�(

例 ・電磁場中の荷電粒子の運動 板書 �

・ばねにつながれた質点系 板書 �

・単独高階 板書 


 ��� 定数係数
◎ +� �  �+� ��：定数行列�

Æ 例：
�
���  �� � ���
���  ��� � ���

幾つかの方法で解いてみる．

・$解法その �% 板書 �

・$解法その �% 板書 �

簡単な形にしよう．� 対角行列 板書 �

・$解法その ��% 板書 �

・$解法その 
% 板書 �

あとは #1� が計算できればよい． 板書 �

Æ 例：
�
���  �� � ���
���  �� � ���

・$解法その �% 板書 �	

・$解法その �% 板書 �� 固有ベクトルが �つしか見つか

らないので対角化できない．� C�# ��標準形 板書 ��

・$解法その 
% 板書 �


Æ 例：��� � ��� � ��  	 板書 ��

Æ 板書 ��

あとは #1� が計算できればよい．
#1�  ) #�*

��1*)�� なので，)���) が簡単な形に
なる様にすればよい．� C�# ��標準形 板書 ��

 ��� 一般
Æ �階：+��  ����+� �+����

　　　　 +� 

�
���(((

��

�
�� �  ��������� +� 

�
������(((

�����

�
�(

◎ 斉次 +� �  ����+�

 
(��  
(
�  �(� と同様に，解の空間はベクトル空間に
なっており，その次元は � である．つまり一次独立な解
+��� � � � � +�� に対して，一般解は 板書 ��

よって，一次独立な解を � 個見つければよい．
Æ ロンスキアン 板書 ��

注：以前の C ���� � � � � ��� と同じ記号だが混乱はないだ
ろう．実際同じものである．
注：関数 �抽象的なベクトル�としての一次独立であるが，
この場合 �� のベクトルとしての一次独立と同じになっ
ている．+��� � � � � +�� が一次独立の場合，��+��� � � ����+��
は � の関数として +	 でないだけではなく，全ての � に
対して +	 にならない．何故なら，ある �� で +	 になった
とすると，��+��� � � �� ��+�� は �  �� で +	 という初期
条件を満たす解になるが，+�  +	 も同じ初期条件を満た
す解なので，解の一意性より ��+�� � � � � � ��+��  +	 と
なり，一次独立性に反するからである．
Æ 板書 ��

Æ < ���  �+��� � � � � +���：基本行列，C  �< � � 	

板書 �	

・<：基本行列，)：正則な定数行列 � < )：基本行列
○� 板書 ��

・<�� <�：基本行列� 
)：正則な定数行列 �(+( <�  <�)

○� 板書 ��

Æ +� �  �+�の解は，基本行列を < ���とすると，板書 �


◎ 非斉次 +� �  ����+� �+����

 
(��  
(��  �(�と同様に，特解 +����  +�特解��� が �

つ求まれば， 板書 ��

よって特解を ��つ�見つけられればよい．
Æ 定数変化法： 板書 ��

◎  �で覚える事 板書 ��

� � 級数による解法

Æ �����/�����
������ � � ��/�������

��/�����  ����

�� ���� の係数が ��

・/����� � � � � /����� ���� が �  � で正則の時，�  �

をこの微分方程式の通常点という．
・通常点 ��  ��の近くで解は )����#展開できて次の形
の解がある． 板書 �

Æ ���� � /�����
����� � � � �� /�������

� � /�����  	

・/���� ��  �� � � � � �� が �  � で高々 � 位の極を持つ

��



だけの時，�  � をこの微分方程式の確定特異点という．
�  � が /����� � � � � /���� のどれかの特異点であるが
確定特異点でない時，不確定特異点という．有限個の確
定特異点を持ちそれ以外に特異点を持たない時，6��*�
型微分方程式という．
・�  � が確定特異点という事は，�� � ������� � ���
�����A/�����

������� � �������A/�������
��A/�����  	

という形で，A/���� ��  �� � � � � ��が �  � で正則とい
う事．
・確定特異点 ��  �� の近くでは次の形の解がある．
板書 �

・A/���� を �  � のまわりで展開した式とこの � の式を
代入して，� � � の各巾の係数を 	とおくと，4 に対す
る式と �� に対する漸化式が得られ，4 と �� が順次定
まる．
◎ �階 ��� ������ � ��� ��/����� � =����  	

/���� =��� は �  � で正則．
板書 
 �指数�決定方程式．4 が決まる，4  4�� 4�．

特性指数という． 板書 � �� に対する漸化式
・4� � 4� �� �の時：4� と 4� それぞれに対して漸化式
から �� を定めた解を ��� �� とすると，�� と �� は一次
独立な �つの解．
・4� � 4� � �の時：4� � 4� とする．4� と 4� それぞ
れに対して漸化式から �� を定めた解を ��� �� とする．
�� と �� が一次独立ならばそれでよい．一次従属なら
ば，����  ��������� とおいて ���� を求める方法 �定
数変化法�や，6#�D�����の方法がある．
Æ 例：��� � ���  	 �� � 	� 板書 �

Æ 例：超幾何微分方程式 板書 �

Æ 級数による解法は，解の �点の近くでの局所的な性質
を調べるのに適している．
・これに対して，解を ���� 

�
�
:��� ,���,��, の形

において求める方法を積分変換による方法といい，解
の全域での性質を調べたり，解析接続を行うのに便利
である．:��� ,�  #�� と取るのを 5�.���� の変換，
:��� ,�  ��� ,�2 と取るのを :���#の変換という．
◎  �で覚える事 板書 �

��


