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の解を御存じであろうか。この問題は ��世紀に ���	
��	� によって既に調べられており，そ

の答えは 	����	 の多項式 ����� の � 個の零点で与えられる．それではこの方程式を ��パ

ラメータ�変形した次の方程式 �パラメータ Æ � � の極限で上の方程式に帰着する�
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の解はどうなるであろうか．�����の解が 	����	多項式の零点であり，�����が �����の変形

である事から，�����の解は �変形された 	����	多項式�の零点で与えられると考えるのは自

然である．そして �����������が �良い変形� であるならば，この変形された 	����	多項式

は �性質良く変形されている� と期待できる．何故物理屋の私がこの様な方程式を考えてみる

かと言うと，������ �����はそれぞれ ��
��	�������	�
�������	�模型， ����	�������!��	��	�

模型と呼ばれる力学系の古典平衡点の式だからである．

��
��	�������	�
�������	� 模型とは，長距離相互作用 �ポテンシャルは �
��
� �
���� �

� ���� な

どで，近距離では �
��
�を持つ，�次元 �量子�可積分多体系である．この ��
��	�������	�
����

���	� 模型はルート系に付随する模型で，ハミルトニアンはルート系の ��"	�	� 群の作用の

下で不変になっている． ����	�������!��	��	� 模型とは，この ��
��	�������	�
�������	�

模型の �変形版� ��相対論版�，�離散化版�� である．ハミルトニアンの運動項は 	�� の代わりに

� !��� 	� となっている．あるパラメータを特別な値に近づけると �例えば �光速度�を無限大

にすると�， ����	�������!��	��	�模型は ��
��	�������	�
�������	�模型に帰着する．これ

らの模型と �数理�物理学との関係は，例えば，分数排他統計，量子 �

 効果との関連など

の元々の物性理論との関係の他に，超対称ゲージ理論の厳密解を与える �	�#	���$���	� 理

論との関連，�次元共形場理論で重要な役割を果たす �変形� %������� 代数や �変形� 
� 代

数との関連など，多岐にわたっており，古典論・量子論共に大変興味深い模型となっている．

本講演では，古典ルート系 ���������� に付随する，有理関数または三角関数のポ

テンシャルを持つ， ����	�������!��	��	� 模型の古典平衡点についての研究結果を報告す

�



る．古典ルート系に付随する ��
��	��模型 �有理関数ポテンシャル�・����	�
��� 模型 �三角

関数ポテンシャル�の古典平衡点は，	����	� &���	��	� ��	#'��	(� &	�	���	� )	�	�#��	��

*�!�#�の多項式の零点になっている．��
��	�������	�
���模型・ ����	�������!��	��	�模型

と �変形�%�������代数・�変形�
� 代数との関係を見出した時の経験などから， ����	������

�!��	��	� 模型は ��
��	�������	�
��� 模型の �良い� 変形になっている事を知っているので，

 ����	�������!��	��	� 模型の古典平衡点は 	����	� &���	��	� *�!�#� 等の多項式を �性質良

く� 変形した多項式の零点になっている事が期待される．
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例えば，	����	� &���	��	� *�!�#� 等の多項式は古典直交多項式として知られているが，こ

の直交性という性質は変形後も保持される事が期待され，実際その様になっている．

紙面の都合で省略した部分も多々あるが，詳細については文献 .�/ を参照して頂きたい．


 ポテンシャルと平衡点

先ず，模型の定義と古典平衡点の式を与えておく．

古典ハミルトニアン ��	� �� で定まる古典力学を考える．���� � � �� � � � � �� は座標で，
�	�� � � �� � � � � �� は共役運動量である．これらを �

� のベクトル � � ����� � � � � ���� 	 �
��	�� � � � � 	�� として表しておく．� は粒子数である �� 型を除き，ルート系 0 のランクでも

ある�．時間発展を表す正準運動方程式は
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で，古典平衡点はその停留解である：
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という形をしており，古典平衡点の式 ����� は
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と簡単化される．�,�	,��	����
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で，0
 は正ルートの集合である．結合定数 � 及び �� は正の実数で，�� はルートの長さで

決まっている：����� �� の時は全てのルートに対して � 8 ��� � の 時は 
��� ルートに対し

ては ��，����� ルートに対しては �� 8 �� の時は 
��� ルートに対しては ��，����
	 ルー

トに対しては �	 � ����� ルートに対しては ��．
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�� とおくと，����を零点として持つ多項式は 	����	

の多項式 ����� である：
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����� の解は並進不変で，重心座標が �になるように 2�� �

�
� ������

��
と選ぶと，���� 2��� を

零点として持つ多項式は第 �種の��	#'��	( の多項式 ����� である：
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古典ルート系に付随する  ����	����� 系の古典ハミルトニアンは
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で，関数 �� � ����� とその複素共役 � �

� の形はルート系 0 によって決まっている：
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関数 � と � の具体形は下で与える．ハミルトニアンを平衡点の回りで展開して考察する事

により，古典平衡点の式 ����� が次の様に簡単化される：
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極限で ��
��	�� 系に帰着する模型を  ����	��������
��	�� 系と呼ぶ事にする．これには閉

じ込めのポテンシャルが �次で増大するものと，�次で増大するものがある．
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で与えられる．結合定数 �� �� ��� ��� �� ��� �� は正の実数である．平衡点の式 ����:�は <	��	

仮設方程式に似た形に書き表される ����� は� から得られる�：
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で与えられる．結合定数 �� �� �� ��� ��� �� ��� ��は正の実数である．平衡点の式 ����:�は <	��	

仮設方程式に似た形に書き表される ����� は� から得られる�：
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� 5 ���� � �� � ���� �� !�� �� ���� � ��� � ����
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 5 ���� � �� � ���� �� !�� �� ���� � �� � ���� ��� !�� ��� ���34�

 � 5 ���� � �� � ���� �� !�� �� ���� � ��� � ���� �� !�� ���
�� ���36�
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���� � ��� � ���� �� !������� � ���� ��� !�� ��� ���37�

で与えられる．結合定数 �� ��� �	 � �� は正の実数である．平衡点の式 ����:� は <	��	 仮設

方程式に似た形に書き表される ����  は �� から，� は � から得られる�：
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� ���4��

��� 直交多項式と三項関係式

ここで直交多項式と三項関係式についての基礎事実を思い出しておく．

� �������� を実係数の直交多項式の系列とする． ����は次数 !の �の多項式で �正定値�

内積 � � �� �
�
 �����������"� �����は重み関数�に関して直交している，� ��  �� � #�Æ���

�#� � ��． �����
� ��� をモニック多項式  ���� � $� 

�����
� ��� � $���

� � � � �� とする．すると，
 �����
� ��� は次の三項関係式を満足する � �����

�� ��� � � とおく�：

 �����
�
� ���� ��� ��� 

�����
� ��� � �� 

�����
��� ��� � � � �! � �� � ���4��

�� �! � �� と �� �! � �� � は不要� �� � �� は実数である．

面白いのはこの逆が成立する事である．� ����� を三項関係式 ���4�� �つまり，実数 ��

�! � ��� �� �! � �� �� � ��� $� �! � �� $� 	� �� を与える� で定義された多項式とすると，

� ����� は何らかの �正定値�内積に関する直交多項式である．
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� ����������� 模型の古典平衡点を零点とする多項式

最初は，古典平衡点の式 ����3�=����4�� ������=���3��� ���3:�=���4�� を数値的に解いて�その

古典平衡点を零点とする多項式を計算する作業を繰り返し，それらを眺めて多項式が満た

している三項関係式を見い出したのあるが，古典平衡点の式と �ほぼ�等価な関数方程式を

考えればよい事が分かったので，多項式に対する関数方程式を解く事によって，変形された

	����	� &���	��	� *�!�#� の直交多項式の具体形を決定した．以下では多項式の定義と �あ

まり長くならない場合に�三項関係式の係数を具体的に与える．

��� ��	���� の多項式の変形

����� ��	�
� �	�	�	� ����	��
� 
��

方程式 ����3�の解 �2��� に対して

2�� �
�
�� �� � Æ �

�

�
�3���

と定義し，���� を零点として持つ次数 � の � の多項式を導入する：
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��� ��� � �3���

これは 	����	 の多項式 ������ を変形したもので，
��
Æ�

����� Æ� � �����である．����� Æ�

が満たす三項関係式 ���4�� の係数は

�� � �� �� �
!

�

�
� �

!� �
�

Æ
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����� ��
��
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� コメント

 ����	�����模型の古典平衡点を零点として持つ多項式として，変形	����	� &���	��	� *�!�#�

多項式を定義しその具体形を求めたが，これらは @�A	'��!�	�	 として知られる超幾何直交

多項式 .�/ のメンバーになっている事が文献を調べているうちに明らかになった．最後にそ

の対応を挙げておく．
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