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1 はじめに

素粒子標準模型は弱い力のスケールにおける有効理論として確立されているが，いくつかの問
題点が挙げられている。例えばゲージボソンとヒッグスボソンの起源は長らく大きな謎とされ
てきた。標準理論は一見したところ煩雑であり，もっと簡潔で美しい理論がその背後にあるの
ではないかと多くの研究者が考えている。４次元時空よりも高次の空間次元（余剰次元）を持
つ高次元時空において定義された理論はそのひとつの候補である。本研究はその中でも，そう
した高次元時空のもとで標準模型を拡張・洗練していくような方向性で構築される高次元ゲー
ジ理論に焦点を当てる。そこでは例えばゲージボソンとヒッグスボソンは高次元ゲージ多重項
として統一される [1]。高次元理論から導かれる有効理論においてフェルミオンをカイラルな
もの（右巻きか左巻きかによって異なるゲージ相互作用をしうるもの）にするためには，余剰
次元の構造としてオービフォルドを考えるのが一般的である。以下，それらの理論を「オービ
フォルド余剰次元模型」と呼ぶことにする。

オービフォルド余剰次元模型では，大統一理論（GUT）でヒッグス粒子の質量を考えたと
きに生じる二重項三重項問題 [2, 3, 4]がスマートに解決される [5, 6]など，現象論的な利点も見
出されている。ゲージボソンとヒッグスボソンを統合するというアイデアを電弱対称性の破れ
の機構に用いる研究もある。そこでは高次元での随伴表現から，そのゼロモードとして二重項
を抽出することができるということを利用している [7, 8, 9]。このときヒッグス場は空間的に
分離された対称性の破れに関連した擬南部・ゴールドストーンモード [10]として扱うことがで
き，それによってヒッグス場の有効ポテンシャルは超対称性によらずとも有限となる [11, 12]。
そこでは対称性の破れの非局所性がうまく働いている。その一方でサブダイアグラム（有効ポ
テンシャルの計算をファインマンダイアグラムの要領でダイアグラムに表したとき，その一部
をなすダイアグラム）においては局所的に発散が生じるが [13, 14, 15]，それらの発散はより低
次の相殺項だけで取り除くことができ，付加的な相殺項の導入を必要としない [13, 14]。この
ことは，有効ポテンシャルは有限の繰り込まれた結合定数で書かれている場合には発散を免れ
るということを意味している。ゲージボソンとヒッグスボソンの統合というアイデアはGUT

の文脈でも取り上げられ，上述のように電弱対称性の破れに利用されたり [16, 17, 18]，近年
ではGUTの対称性の階数（ランク; rank）を落とす機構に利用されたりしている [19]。また，
統合された対称性を破る機構において，ヒッグス多重項における質量の分離をもたらすための
境界条件というものがあり，先行研究 [5, 6, 20]ではこれを仮定として導入しているが，ゲー
ジボソンとヒッグスボソンの統合というアイデアを用いると，これが有効ポテンシャルの最小
値に対応するものとして自然に得られるということが示されている [21, 22, 23]。それに伴う

4



現象論的帰結についても研究が進められている [24, 25]。他方，2次元オービフォルド上に一
様磁場があると考えると，その磁束量子化数が有効理論における世代数に対応するということ
を示した研究成果も報告されている [26, 27, 28]。これは標準模型における世代数問題（なぜ
3つの世代があるのかという問題）に対して光を投げかけうるものである。本研究は具体的な
模型構築に直接参与するものではないが，それらオービフォルド余剰次元模型の基礎をなす機
構のひとつである細谷機構の一要素について，その性質のひとつを詳しく調べる。それによっ
てこの分野の研究について理解が深まることを期する。

オービフォルド余剰次元模型では，標準模型の粒子は高次元時空のバルクに存在する場の
ゼロモードや，境界に存在する場でありブレーン場と呼ばれる４次元場として導入される。
物理的対称性（観測される対称性）は場の境界条件とウィルソンライン位相の動力学的過程
（dynamics）の両方によって決定され，その機構は細谷機構と呼ばれている [29, 30, 31]。そ
のため，境界条件について調べることは動力学的過程について調べるのと同様に重要である。
オービフォルドにおける境界条件は一連の表現行列のセットによって特定される。それらの表
現行列は「境界条件行列」とか「ひねり行列（twist matrix）」と呼ばれる。本稿では以後主
としてひねり行列という呼び方のほうを用いる。そしてひねり行列のセットはゲージ対称性に
おける等価関係によって分類される [32]。つまり一見異なる行列セット同士であっても，適当
なゲージ変換によって一方が他方と同じ形に変換されるならば，ゲージ原理に従い，それらは
物理的に等価なものとして扱われる。そのようにして結ばれる行列セット同士の集まりは同値
類（equivalence class）と呼ばれる。文献 [32]では，S1/Z2におけるひねり行列の分類が研究
され，そして各同値類の中には対角型の行列セット（セットに含まれる行列が全て対角型であ
るもの）が必ずひとつ以上含まれることが示された。そしてそのことを用いて，余剰次元を
S1/Z2とする模型における有効ポテンシャルの一般形を計算することに成功している [33]。本
稿の第 2章で述べるように，有効ポテンシャルの計算は細谷機構の計算において重要な要素の
ひとつである。他方，余剰次元を２次元とした T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)オービフォルドについ
ては，ひねり行列のセットとして対角型のものが与えられたと仮定した場合の有効ポテンシャ
ルの一般形は調べられているが [34, 35, 36]，その仮定がいつでも成り立つのか，つまりすべ
ての同値類の中に対角型のものが必ずひとつ以上存在するのか，については明確な答えが出て
いない。1もしそれが証明されれば，彼らが調べた有効ポテンシャルについての結果は T 2/ZN
(N = 2, 3, 4, 6)オービフォルドをもつ余剰次元模型全体に一般化できることが期待される。そ

1文献 [37, 35]では T 2/Z2 上にコンパクト化された SU(2)ゲージ理論のひとつにおいてひねり行列の分類が
調べられている。文献 [38]ではこの問題について行列の指数関数の表現を用いて解答が試みられたが，すべての
条件を完全に包摂したものとはなっていないため不完全さを残している。
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れと同様に，一般にひねり行列の組が対角型であると様々な計算が容易になり，各模型や各物
理量の振る舞いを調べやすくなることが期待される。その際，各同値類に対角型のものが必ず
ひとつ以上含まれるということが分かっていれば，その結果はただちに一般化できることが期
待される。

本研究では，T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)オービフォルド上にコンパクト化された SU(n) ない
しU(n)ゲージ理論において，そのひねり行列の同値類の中に必ず対角型のものが存在するか
について調べた。より具体的には，各オービフォルドのひねり行列として満たすべき制約条件
や，ユニタリ変換，ゲージ変換を用いることで，どんなひねり行列のセットを与えられた場合
でも必ずそこに含まれる行列のすべてを同時対角化できるかどうか，を調べた。結果，T 2/Z2

と T 2/Z3においては各同値類の中に少なくともひとつの対角型の行列セットが存在すること
が示された。しかし T 2/Z4と T 2/Z6については，部分行列を対角型に並べたブロック対角型
の形にはなるが，その部分行列の中には必ずしも対角型でないものが一般には含まれうること
が示された。ひとつの体系的な述べ方は次のようなものである。T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)は制
約条件を利用した適切なユニタリ変換によっていずれもブロック対角型の形になる。そしてそ
れらを構成する部分行列は，T 2/Z2では 2× 2と 1× 1の 2種類，T 2/Z3では 3× 3と 1× 1の 2

種類，T 2/Z4では 4× 4と 2× 2と 1× 1の 3種類，T 2/Z6では 6× 6と 3× 3と 2× 2と 1× 1

の 4種類であることが示される。つまりN の約数を次数とする部分行列を対角型に並べたブ
ロック対角型行列として必ず表せる。そしていずれにおいても，N ×N の部分行列は適切な
ゲージ変換によって対角型になることが示される。上で便宜上「1× 1の部分行列」と呼んだ
ものが集まっている部分はすでに対角行列の体裁をなしている部分であるから，結果として
T 2/Z2と T 2/Z3は全体として対角行列になる。しかし T 2/Z4では 2× 2，T 2/Z6では 3× 3お
よび 2× 2の部分行列は，ゲージ変換によって対角化することができない。そのため T 2/Z4と
T 2/Z6の場合，そのひねり行列の同値類の中に必ず対角型のものが存在するとは言えない。た
またまN や 1を次数とする部分行列だけから成り立っている場合ならば対角化できるが，一
般にそれら以外の約数を次数とする部分行列が含まれる場合，そのひねり行列の同値類の中に
対角型のものは存在しない。

本論文の構成は以下の通りである。まず第 2章でオービフォルド余剰次元模型の基本構成
について述べる。具体的な個々の模型の構築においては，具体的に何次元までを仮定するの
か，高次元におけるゲージ群としては何を選ぶのか，どのような場をどれくらいの数仮定す
るのか，等々の要素において多様な可能性があるが，最も基本となる構成要素は共通してい
る。それは余剰次元の構造を反映して場に設定される境界条件と，細谷機構と，余剰次元とし
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てオービフォルドを用いることである。これらについて説明し議論する。第 3章では，オービ
フォルド余剰次元模型についてより深い理解を得るための課題のひとつとして，境界条件を行
列で表現したものである「ひねり行列」の対角化可能性という課題に取り組んだ結果を記述す
る。これは信州大学の川村嘉春氏，九州大学の小島健太郎氏，愛知医科大学の山下敏史氏との
共同研究 [39]に基づくものである。１次元オービフォルド S1/Z2についてはすでに先行研究
で対角化可能であることが示されている [16]が，２次元オービフォルドについてはまだ研究は
未完成であった [38]。そこで２次元オービフォルド T 2/ZN(N = 2, 3, 4, 6)について調べた。結
果，上で述べたように，T 2/Z2と T 2/Z3については必ず対角化可能であることが分かったが，
T 2/Z4や T 2/Z6の場合は必ずしも対角化可能ではないことが分かった。おそらく ZN のN が
素数でない場合は必ずしも対角化可能ではないということであろうと思われる。最後に第 4章
でまとめと考察を行った。付録では、第 2章に関する補足的な内容を付録Aと Bに、第 3章
における計算の詳細を付録Cから付録 Iにかけて掲載した。

第 2章の記述は主として文献 [40]の 3章・4章・5章の記述を参考にした。単位系として
は ℏ = c = 1とする自然単位系を用いた。ミンコフスキー計量の表示は，上記の文献にならい
η = diag(−1, 1, 1, 1)とするものを用いた。一般に素粒子理論分野では η = diag(1,−1,−1,−1)

を用いることが多く，η = diag(−1, 1, 1, 1)の表示を用いるのは宇宙論や超弦理論の分野に多
いと言われているが，この表示の少なくともひとつの利点は空間成分の計量が+1なので第 2

章で記述するような計算の確認においてはミスが少なくなるという点である。素粒子理論分
野の他の文献と比べると例えばラグランジアンの中のいくつかの項の符号が逆であるなどの
違いがあるが，それは用いている計量の表示の違いによるものであり，記述されている理論の
本質に違いはない。また第 3章で示す一連の数式には計量の表示の違いは影響しない。特殊ユ
ニタリ群の表記としてはその次数を nとして SU(n)とするものを主として用いた。一般には
SU(N)と書かれることが多いが，本論文ではアルファベットNは T 2/ZNのほうに用い，それ
との混同を避けるため特殊ユニタリ群のほうは SU(n)と書いた。しかしその一方で，第 2章
では nはカルツァ・クラインモード番号の nと混同される恐れがあった。そこで第 2章に限っ
ては SU(N)と書いた。
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2 オービフォルド余剰次元模型の基本構成
2.1 境界条件と細谷機構

本節ではオービフォルド余剰次元模型の基本要素としてまずは境界条件と細谷機構について説
明する。細谷機構は，ゲージ場の余剰次元方向成分と（高次元）場に関する境界条件とを組み合
わせたウィルソンライン位相と呼ばれる物理量の真空期待値によって，次元簡約（dimensional

reduction）（もしくはコンパクト化；compactificationとも呼ばれる）に伴い理論のもつゲー
ジ対称性が（自発的に）破れうることを説明するものである。それを利用して，大統一理論
やゲージ・ヒッグス統合理論といった理論を構成する指針となる。その本質的な部分の説明
にあたっては余剰次元がオービフォルドである必要はないので，本節では記述が不必要に複
雑になるのを避けるため，余剰次元がオービフォルドではなく，より単純な S1と呼ばれる構
造をもっている場合を例にとって説明する。具体的には，余剰次元として空間の 4番目の成分
を仮定した 5次元模型を考え，その余剰空間成分座標を yで表したとき y ∼ y + 2πR （「yと
y + 2πRを同一視する」）という条件だけが課された場合を考える。Rは適当なパラメータで
あるが，しばしば「余剰次元の半径」と呼ばれる。これは 5次元模型の最も基礎的な設定であ
る。y ∼ y + 2πRという仮定は具体的には例えば場Φ(x, y)についてΦ(x, y) = Φ(x, y + 2πR)

とおくこと等によって実現される。ここでΦ(x0, x1, x2, x3, y) = Φ(x, y)と書く省略記法を用い
た。xµ (µ = 0, 1, 2, 3)は通常のミンコフスキー時空の座標である。y ∼ y + 2πRという条件が
課されることにより後述の次元簡約を経て，その 5次元模型から 4次元の模型（4次元有効理
論と呼ばれる）が導かれる。

y ∼ y + 2πRという条件が課されるとき，その余剰空間は S1をなすと言われる。残りの
4次元は通常のミンコフスキー時空であると設定すると，そちらの時空はM4であると言われ
る。そしてこの 5次元時空はM4 × S1の時空であると言われる。そしてその時空上に作られ
た 5次元模型はM4 × S1上の模型と言われる。例えばそれがゲージ理論の構造を持っている
ならばM4 × S1上のゲージ理論である。本節ではM4 × S1上のゲージ理論を例にとって境界
条件と細谷機構について説明する。

y ∼ y+2πRに加えてさらに y ∼ −yという条件を課すと 1次元オービフォルドの最も基礎
的な例である S1/Z2になる。その場合については次節で説明する。現代の余剰次元模型（余
剰次元をもつゲージ理論）は基本的にほとんどがオービフォルド余剰次元模型であるが，オー
ビフォルドにする第一の理由は，それが低次元有効理論においてフェルミオンをカイラルにす
る最もよいアイデアのひとつだからである。ここで「フェルミオンがカイラルである」と書い
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たのは，それが右巻きであるか左巻きであるかによって異なるゲージ相互作用をするという意
味である。（「ゲージ相互作用がカイラルである」という言い方もある。）現在，実験によって
最も支持されている模型は標準模型であるが，その標準模型では左巻きクォークや左巻きレプ
トンのみが荷電カレントに伴う弱い相互作用をする。つまりフェルミオンはカイラルなものと
して記述されている。したがって余剰次元模型でも，そこから導かれる 4次元有効理論におけ
るフェルミオンがカイラルであるような何らかのアイデアを組み込むのが望ましいと考えられ
る。そのアイデアのひとつが余剰次元をオービフォルドに設定するというものであり，広く用
いられている。

本節でこれから述べる内容を短くまとめれば次のようになる。余剰次元がS1のような構造
を持っているとき，境界条件というものを設定することができる。そしてM4 × S1上のゲー
ジ理論が非可換ゲージ理論であり，かつ，5次元ゲージ場AM (M = 0, 1, 2, 3, 5)の第 5次元方
向成分A5 = Ayが真空期待値 ⟨Ay⟩をとるとき，対称性の破れが生じうる。つまり 5次元ゲー
ジ理論がもっている対称性が，4次元有効理論ではより低い対称性へと破れているということ
が生じうる。どのような対称性に破れるかは境界条件と ⟨Ay⟩の値によって決まる。境界条件
とAyを組み合わせるとゲージ不変な量すなわち物理的観測量たりうる量としてウィルソンラ
イン位相（または（余剰次元上の）「アハロノフ・ボーム位相」とも呼ばれる [40]）というも
のが定義される（後述する式 (2.68)の Ŵ の固有値）。そして上に述べた 4次元有効理論での対
称性は，このウィルソンライン位相の真空期待値により決まる，として体系的に記述できる。
別の言い方をすれば，ウィルソンライン位相の動力学的過程（dynamics）により決まる，と
も言える。そしてそのようにウィルソンライン位相の値によって高次元理論での対称性が（自
発的に）破れる機構を細谷機構と言う。

本章ではこの細谷機構について段階的に説明していく。具体的には，はじめにM4 × S1上
の自由スカラー場の模型で，次元簡約とカルツァ・クライン展開およびカルツァ・クラインモー
ドについて説明する。この段階では細谷機構は出てこないが，それらの要素は細谷機構にとっ
ても重要な要素である。次にそこに 1つのU(1)ゲージ場を導入して簡単なU(1)ゲージ理論の
模型とする。そこでAyが定数値をとると，その値がカルツァ・クラインモードの質量に入っ
てくることを見る。これはある意味で細谷機構の端緒が見られる例と言えるが，対称性の破
れは生じない。次にそこでのゲージ場を U(1)ゲージ場から SU(N)ゲージ場に変え，模型を
M4 × S1上の SU(N)ゲージ理論にする。するとウィルソンライン位相の動力学的過程によっ
て対称性の破れが生じうることが示される。ここではじめて細谷機構そのものの最も簡潔な例
を見ることになる。そこまでを本節でこれから説明し，次節において余剰次元を S1からオー
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ビフォルド S1/Z2にしたときについてを説明する。

2.1.1 次元簡約とカルツァ・クラインモード

ラグランジアン密度が

L = − (∂MΦ)† ∂MΦ, (M = 0, 1, 2, 3, 5), (2.1)

で与えられる理論を考える。M = 0, 1, 2, 3, 4とせずM = 0, 1, 2, 3, 5とするのは慣例である。
余剰次元が空間の第 4次元であるという観点からすれば前者のほうが自然だが，時空の第 5次
元であるということを強調し，かつ，それが他の 3つの空間次元とは異質なものであること
を強調するならば，後者もそれほど不自然ではないと言える。そして後者は，後述するディ
ラック場の運動項を書くときに便利なものとなっている。Φは 5次元時空上の複素スカラー
場 Φ(x, y) = Φ(x0, x1, x2, x3, y)である。ここで空間の第 4次元を yで表した。これは相互作
用やポテンシャルのない自由複素スカラー場の理論である（素粒子論の多くの文献では右辺
のマイナスの符号がついていないことが多いが，ここでマイナスがつくのは，時空の計量を
η = (−1, 1, 1, 1, 1)にとっているためである）。作用は

S =

∫
d5x

{
− (∂MΦ)† ∂MΦ

}
, (2.2)

となる。積分測度 dx0dx1dx2dx3dyを d5xと書いた。積分範囲は各次元ごとに−∞から∞ま
でをとる。ここで余剰空間次元 yについて y ∼ y+2πRの条件が課され，それによって余剰次
元が S1の構造をもつとする。このときラグランジアン密度 Lがこの S1上で一価であるとい
うこと，すなわちL(x, y) = L(x, y + 2πR)を要請する。するとΦは，

Φ(x, y + 2πR) = eiβΦ(x, y), (2.3)

と書くことができる。βは任意の実数であるが、0 ≤ β < 2πとしておく。これから述べるよ
うな次元簡約の導入的説明においては簡単のために β = 0 ととられることが多い。ここでも
まずはそのようにとり，

Φ(x, y + 2πR) = Φ(x, y), (2.4)

とする。これはΦ(x, y)について「境界条件を設定した」ものと言われる。するとΦ(x, y)は y

についての周期関数であるから yについてフーリエ展開することができて，

Φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

Φ(n)(x) ei
n
R
y, (2.5)
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となる。これを作用に代入する。y ∼ y + 2πRの条件のもとでは作用は

S̃ =

∫
d4x

∫ 2πR

0

dy
{
− (∂MΦ)† ∂MΦ

}
, (2.6)

と書ける。積分測度 dx0dx1dx2dx3を d4xと書いた。ここに式 (2.5)のΦ(x, y)をΦとして代入
し，yについての積分を実行すると，

S̃ =
∞∑

n=−∞

∫
d4x

{
−(∂µΦ

(n))†∂µΦ(n) −m2
nΦ

(n)†Φ(n)
}
, (2.7)

m2
n =

( n
R

)2
, (2.8)

が得られる。Φ(n)(x)は Φ(n)と略記した。これは質量mnを持つ 4次元場 Φ(n)(x)の集まりか
らなるM4上のスカラー場の理論という体裁になっている。場Φ(n)(x)はカルツァ・クライン
モード，mnはカルツァ・クラインモードの質量とかカルツァ・クライン質量と呼ばれる。質量
が 0となる n = 0のモードを特別にゼロモードと呼び，n ̸= 0のモードだけをカルツァ・クラ
インモードと呼ぶこともある。またこれらのことを念頭において式 (2.5)のような級数展開を
カルツァ・クライン展開と呼ぶ。単にモード展開と呼ばれることもある。そしてこのように余
剰次元に対して何らかの条件を設定することにより，より低次元での理論という体裁をもつ理
論を導く操作を一般に次元簡約（dimensional reduction; 他の訳としては次元還元など）とか
コンパクト化（compactification）と呼び，導かれた理論を（低次元）有効理論と呼ぶ。この
とき，場 Φ(x, y)は質量ゼロの場であって，5次元時空では理論上まさにそのように振る舞っ
ているはずなのだが，4次元時空での振る舞いは実質的には式 (2.7)で記述されるので，そこ
では質量ゼロの場Φ(x, y)そのものは見えず，質量mnをもった無数の場Φ(n)(x)があるように
見える，という描像になる。ただしゼロモードΦ(0)(x)の質量はm0 = (0/R) = 0 である。こ
れが高次元模型によって 4次元世界を説明する筋立ての基本的な例である。

なお，実際の模型としては例えば 4次元有効理論として具体的に標準模型に近い模型を導
出し，標準模型の粒子をゼロモードの粒子として説明する試みなどがある。ゼロモードとする
のは，標準模型では一般に作用の上では粒子は零質量のものとして書かれるからである。そし
てそれに伴い例えば式 (2.8)のmn = n/Rのように Rに反比例し nに比例するような質量を
もつ一連のカルツァ・クラインモードに対応した粒子が現れると予言する（その粒子そのもの
のことも「カルツァ・クラインモード」と呼ぶこともある）。しかしながら現在までのところ
実験でそのような粒子の存在を裏付けるような兆候はまったく得られていない。これに対して
余剰次元模型を擁護する場合，一般には「余剰次元半径」Rが非常に小さくそのためmnが非
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常に大きいからであろう，と言われる。現在までの加速器の技術ではそれだけの大きな質量を
もつ粒子を生成することができないので，まだ観測されていないのだ，とされる。今後の理論
的・実験的研究の進展が待たれるところである。

式 (2.3)で β ̸= 0ととった場合，カルツァ・クライン展開は式 (2.5)の nを n+ β/2πで置き
換えて

Φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

Φ(n)(x) exp

{
i
1

R

(
n+

β

2π

)
y

}
, (2.9)

となる。カルツァ・クラインモードΦ(n)(x)の質量mnは，これも nを n+ β/2πで置き換えて

m2
n =

1

R2

(
n+

β

2π

)2

, (2.10)

となる。後述する細谷機構の事例などではこの βも重要なはたらきをする。

2.1.2 U(1)ゲージ理論での次元簡約

次に 5次元の U(1)ゲージ場 AM(x, y) (M = 0, 1, 2, 3, 5)を導入し，その余剰次元方向成分
A5(x, y)をAy(x, y)，残りの成分をAµ(x, y) (µ = 0, 1, 2, 3)と書くことにする。また上の例の
ときと同様，数式を簡素化する目的で例えばAM(x, y)をAM などと略記する記法を適宜用い
ることにする。それ以外の場としては上の例と同じく 5次元時空上の 1つの複素スカラー場
Φ(x, y)だけがあるとする。Φ(x, y)の質量はゼロとする。そしてΦ(x, y)とAM(x, y)とは相互
作用し，その結合定数が gで表されるとする。このときラグランジアン密度は一般に，

L = − (DMΦ)†DMΦ− 1

4
FMNF

MN , (2.11)

DM = ∂M − igAM , FMN = ∂MAN − ∂NAM , (2.12)

と書かれる。N = 0, 1, 2, 3, 5である。作用は，余剰次元について何の制限もなければ一般に

S =

∫
d5x

{
− (DMΦ)†DMΦ− 1

4
FMNF

MN

}
, (2.13)

と書かれる。これは 5次元時空上の複素スカラー場 Φ(x, y)と 5次元 U(1)ゲージ場AM(x, y)

とを持つM5上のU(1)ゲージ理論である。ここで余剰次元 yについて y ∼ y + 2πRの条件を
課す。すると理論はM4 × S1上の理論となり，作用は

S̃ =

∫
d4x

∫ 2πR

0

dy

{
− (DMΦ)†DMΦ− 1

4
FMNF

MN

}
, (2.14)
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と書ける。そしてΦ(x, y)とAM(x, y)に対する境界条件として，式 (2.4)と同じように

Φ(x, y + 2πR) = Φ(x, y), (2.15)

AM(x, y + 2πR) = AM(x, y), (2.16)

と設定する。するとΦ(x, y)は式 (2.5)と同じようにカルツァ・クライン展開され，AM(x, y)も
同様に展開される。つまり

Φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

Φ(n)(x) ei
n
R
y, (2.17)

AM(x, y) =
∞∑

n=−∞

A
(n)
M (x) ei

n
R
y, (2.18)

となる。しかしここで，AM(x, y)の余剰次元方向成分Ay(x, y)についてはこれを特別視して，

Ay(x, y) =
θH

2πgR
, (2.19)

という定数をとったとする。（より完全な記述のためにはAy(x, y)についても普通にカルツァ・
クライン展開を考えるのがよいが，ここではカルツァ・クライン質量の計算ができればよいの
で，簡単のためにそのようにおいて議論を進める。より完全な記述は付録Aに記載する）。右
辺は単純に定数Cなどと書いてもよいが，後の説明との関連付けの便をはかって θH/(2πgR)

とした。θHは後述するように（狭義の）ウィルソンライン位相とか余剰次元上のアハロノフ・
ボーム位相と呼ばれる無次元量であり，0 ≤ θH < 2πを満たす実数パラメータである。した
がって各場の表記は，

Φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

Φ(n)(x) ei
n
R
y, (2.20)

Aµ(x, y) =
∞∑

n=−∞

A(n)
µ (x) ei

n
R
y, (2.21)

Ay(x, y) =
θH

2πgR
, (2.22)

となる。これらを式 (2.14)の作用に代入し，yについての積分を実行すると，4次元有効理論
の作用が得られる。その作用は

S̃ =
∞∑

n=−∞

∫
d4x

{
−(DµΦ

(n))†DµΦ(n) −m2
nΦ

(n)†Φ(n)

−1

4
F (n)
µν F

(n)µν − 1

2
M2

nA
(n)
µ A(n)µ

}
, (2.23)
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m2
n =

1

R2

(
n− θH

2π

)2

, (2.24)

M2
n =

( n
R

)2
, (2.25)

と書ける。ここでF
(n)
µν = ∂µA

(n)
ν − ∂νA

(n)
µ (µ, ν = 0, 1, 2, 3)であり，mnはΦ(n)(x)の質量，Mn

はA
(n)
µ の質量である。また計算の途中でAM(x, y)が実であること，つまりAM(x, y)の複素共

役をA∗
M(x, y)と書いた場合AM(x, y) = A∗

M(x, y)であることを要請した。これはゲージ場に
対する物理的観点からの要請として自然な要請である。ここで最も注目すべき点は，n ̸= 0の
A

(n)
µ (x)がすべて質量をもつことである。ゲージ理論ではゲージ場は質量ゼロの場でなければ
ならない。したがって，この 4次元有効理論においてなおゲージ場としてのはたらきをするの
はA

(0)
µ (x)だけであり，それ以外のA

(n)
µ (x)すなわち n ̸= 0のA

(n)
µ (x)はゲージ場ではなく質量

をもったベクトル場として現れることになる。第二に注目される点は，Φ(n)(x)の質量mnの
中に，Ayの値の一部である θHが入ってくることである。これは後述するようにウィルソンラ
イン位相と呼ばれる量である。このあと細谷機構によって対称性の破れが生じるような例の記
述に移るが，そこで有効理論においてスカラー場やフェルミオン場が獲得する質量の中にも，
やはり同じような形でウィルソンライン位相が入ってくる。細谷機構はMnにウィルソンライ
ン位相が入ってきてそれによって対称性の破れが生じうるというものなので，細谷機構の意
味をその意味に限定するならばここで述べた事例は細谷機構の事例ではない。しかしAy(x, y)

が定数値をとることによって，スカラー場やフェルミオン場のカルツァ・クライン質量の中に
その値が入ってくる，という点は一般的な細谷機構の事例と共通している。

2.1.3 SU(N)ゲージ理論における次元簡約と，細谷機構による対称性の破れ

次に，5次元ゲージ場AM(x, y)を U(1)ゲージ場から SU(N)ゲージ場へと拡張し，M4 × S1

上の SU(N)ゲージ場から次元簡約によってM4上の有効理論が導かれる場合を考える。この
とき上述の例と同様にAM(x, y)の余剰次元方向成分Ay(x, y)が定数値をとるとすると，有効
理論におけるゲージ対称性が SU(N)ゲージ対称性よりも低いものへと破れるということが生
じうる。それが細谷機構による対称性の破れと呼ばれるものであり，本論文の主題に関わるも
のである。Ay(x, y)が定数値をとる事態としては，Ay(x, y)が真空期待値をもつ事態が考えら
れる。

これまで複素スカラー場の理論を事例に選んで説明してきたが，ここではより現実に近い
模型として，物質場としてディラック場（フェルミオン）をもつ理論を用いることにする。5

次元時空で，N成分をもつSU(N)基本表現のディラック場ψ(x, y) を有するSU(N)ゲージ理
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論を考える。ψ(x, y)は質量を持たないとする。ラグランジアン密度は

L = ψ̄ΓMDMψ − 1

2
TrFMNF

MN , (2.26)

で与えられる。ψは時空のローレンツ変換に対して 4成分スピノルとして変換するN 重項の
場であり，ψ̄は次に述べる γ0を用いて ψ̄ = iψ†γ0と定義される ψのディラック共役である。
ψ†は ψのエルミート共役である。ΓM は一般の 4次元の理論で用いられるガンマ行列（ディ
ラック行列）γµを 5次元理論用に拡張したもので，γµとの間には (Γµ,Γ5) = (γµ, γ5)の関係
がある。ΓMDM = Γ0D0 +Γ1D1 +Γ2D2 +Γ3D3 +Γ5D5であり，D5 = ∂5 − igA5 = ∂y − igAy

である。γµ はクリフォード代数の一種で，時空の計量を ηµν とした場合に {γµ, γν} = 2ηµν

を満たすものとして定義される。ワイル表示（カイラル表示）で表すのがここにおけるよう
な計算では便利であるが，本稿のように時空の計量を η = (−1, 1, 1, 1)（ηµν で表記すれば
η00 = −1, ηjk = δjk, for j, k = 1, 2, 3）にとった場合，

γµ =

(
σµ

σ̄µ

)
, σµ = (I2, σ⃗), σ̄µ = (−I2, σ⃗), (2.27)

と書かれる。I2は 2× 2の単位行列，σ⃗はパウリ行列である。γ5は

γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 =
(
I2

−I2

)
, (2.28)

で定義される。ゲージ場AM(x, y)は SU(N)ゲージ理論では交換子 [AM , AN ]がゼロとは限ら
ない非可換ゲージ場となり，一般に行列で表される。場の強さ FMN は

FMN = ∂MFN − ∂NFM − ig[AM , AN ], (2.29)

で定義される。なおFMNやANにおけるNはSU(N)のNではなくMと同じくN = 0, 1, 2, 3, 5

をとる添字（ベクトルの足）である。あまり混乱の恐れはないので慣例的にFMN で書かれる。

余剰次元 yに対して y ∼ y + 2πRの条件を課して時空をM4 × S1の 5次元時空とする。円
S1を一周するとき，Lは一価でなければならない。つまりL(x, y + 2πR) = L(x, y)でなけれ
ばならない。この要請を満たす境界条件として

AM(x, y + 2πR) = UAM(x, y)U−1, (2.30)

ψ(x, y + 2πR) = eiβUψ(x, y), (2.31)

U ∈ SU(N), (2.32)
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をとる。βは実数パラメータであり、0 ≤ β < 2πの範囲をとるものとする。U = I（単位行
列）であれば，AM(x, y)は S1上で周期的になるが，SU(N)ゲージ理論では一般には SU(N)

行列 U だけひねられていてもよい，ということになる。それでもL(x, y + 2πR) = L(x, y)と
いう要請は満たされるからである。Uは境界条件行列とか「ひねり行列」（twist matrix）と呼
ばれる。本稿では主として「ひねり行列」の名称を用いることにする。理論はラグランジアン
密度とひねり行列によって決まる。ひねり行列はカルツァ・クライン展開のされ方を決定し，
ラグランジアン密度は各場（粒子）の運動や相互作用のされ方を決める。第 3章で述べる本博
士論文の主題的研究は，このひねり行列の基本的性質のひとつについて調べたものである。
ここではまずU = Iとおいて説明を進める。βについては，これまでの例では簡単のため

に β = 0とおいたが，今回は必ずしも 0ではないとして残しておく。そして U(1)ゲージ理論
の例で設定したのと同様に，AM(x, y)の余剰次元方向成分Ay(x, y)が定数をとるとする。以
上の設定のもとで各場は，

ψ(x, y) =
∞∑

n=−∞

ψ(n)(x) exp

{
i
1

R

(
n+

β

2π

)
y

}
, (2.33)

Aµ(x, y) =
∞∑

n=−∞

A(n)
µ (x) exp

(
i
n

R
y
)
, (2.34)

Ay(x, y) =
1

2πgR


θ1

θ2
. . .

θn

 , (2.35)

と書ける。θj (j = 1, . . . , n)は∑n
j=1 θj = 0 (mod 2π) ，0 ≤ θ < 2π を満たす無次元の実数パ

ラメータとする。その理由は，後述するように {θj}がウィルソンライン位相の固有値に対応
し，それが∑n

j=1 θj = 0 (mod 2π)を満たすからである。（式 (2.79)参照。なお，より完全な記
述ではここでAyの値として挙げたものはAyのゼロモードの真空期待値である）。
これらの表式を，これまでと同様に yの積分範囲を 0 ≤ y ≤ 2πRとした作用に代入して計

算し 4次元有効理論を得ればよいが，計算は複雑になる（例えば文献 [40]の 3.4節を参照）。本
節における細谷機構の説明ではゲージ場A

(n)
µ (x)が獲得する質量Mnの表式が得られれば十分

であると考えられるので，ここではより簡便にそれを得る計算として，ゲージ場の運動方程式
を用いる計算によってそれを確認する。5次元の非可換ゲージ場AM の真空中の運動方程式は

∂MF
MN − ig[AM , F

MN ] = 0, (2.36)

で表される（文献 [41]の式 (2.83)を 5次元に拡張したものである）。ここに式 (2.34)，(2.35)

のAµおよびAyを代入する。任意の行列Bの (j, k)成分（j行 k列目の行列要素）をBjkと書
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き，[AM , B]の (j, k)成分を [AM , B]jkと書くことにすると，

[Ay, B]jk =
1

2πgR
(θj − θk)Bjk, (2.37)

が成り立つ。これを用いて式 (2.36)そのものというよりはその各行列成分を計算し，そして
ローレンスゲージ（Lorenz gauge）∂µAµ = 0を用いると，(

∂µF
(n)µν

)
jk
− ig[A(n)

µ , F (n)µν ]jk −M2
n,jkA

(n)ν
jk = 0, (2.38)

M2
n,jk =

1

R2

(
n− θj − θk

2π

)2

, (2.39)

が得られる。ここでF (n)µν = ∂µA(n)ν − ∂νA(n)µであり，(∂µF (n)µν
)
jk
は ∂µF

(n)µνの (j, k)成分
である。Mn,jk ̸= 0の場合，これは質量Mn,jkをもつベクトル場A

(n)ν
jk についての運動方程式

であるプロカ方程式（の SU(N)理論版）である。

すべての θj (j = 1, 2, . . . , n)が等しい場合，式 (2.39)はM2
n,jk = n2/R2となり，n = 0なら

ばM2
0,jk = 0 となる。つまりA(n)ν のゼロモードA(0)ν はその行列成分のすべてが質量ゼロの

場となって，4次元有効理論においてゲージ場としてふるまう。しかし一般に θj ̸= θkである
ような jと kの組がある場合，そこに対応する成分M0,jkはゼロでなくなる。これによって対
称性が破れ，4次元有効理論における対称性は SU(N)よりも低いものになる。このように θj

の値によって低次元有効理論における対称性が（自発的に）破れる。各 θj の値は後述するよ
うにウィルソンライン位相の真空期待値として決まるとするのが一般的である。

具体例として，5次元 SU(3)ゲージ理論で各 θj (j = 1, 2, 3)として特定の値が与えられた
時の理論の振る舞いを 2例示す。まず (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0) や (θ1, θ2, θ3) = (±2

3
π,±2

3
π,±2

3
π)

のとき，M2
n,jkを (j, k)成分としてもつ行列M2

nは

M2
n =

1

R2

n2 n2 n2

n2 n2 n2

n2 n2 n2

 , (2.40)

となる。したがって n = 0のモードである A
(0)
µ は質量ゼロの場となり，4次元有効理論でも

SU(3)ゲージ場として振る舞う。つまり対称性の破れは起こらない。なお∑n
j=1 θj = 0 (mod 2π)

という制限下ですべての θj (j, k = 1, 2, 3)が等しいという条件を満たす {θj}は上に書いた 2種
類のみである。次に (θ1, θ2, θ3) = (π

3
, π
3
,−2π

3
)のとき，行列M2

nは

M2
n =

1

R2

 n2 n2
(
n− 1

2

)2
n2 n2

(
n− 1

2

)2(
n+ 1

2

)2 (
n+ 1

2

)2
n2

 , (2.41)
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と書ける。このとき，n = 0ならば 5つの成分がゼロになるが，n− 1
2
や n+ 1

2
の成分は n = 0

であってもゼロにはならない。するとA
(0)
µ のうちこれらの成分に対応する成分はゲージ場と

して不適切であるということになり，Mn,jkがゼロである 5成分のみで再構成されるゲージ場
だけがゲージ場として働くことになる。その結果，4次元有効理論での対称性はSU(2)×U(1)

へと破れる。より詳しく述べると次のようになる。場Aµ(x)は SU(3)の生成子 T aを用いて

Aµ(x) =
8∑

a=1

Aaµ(x)T
a, (2.42)

と表すことができ，T aは例えば

T a =
1

2
λa (a = 1, . . . , 8), (2.43)

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , (2.44)

ととれる。このようにとるとAµ(x)は行列表示で

Aµ =

A3
µ + A8

µ A1
µ − iA2

µ A4
µ − iA5

µ

A1
µ + iA2

µ −A3
µ + A8

µ A6
µ − iA7

µ

A4
µ + iA5

µ A6
µ + iA7

µ −2A8
µ

 , (2.45)

と書ける。なお Aµ(x)や Aaµ(x)を Aµ や Aaµ と略記し，また T a で全体にかかる係数 1/2や
1/(2

√
3)などは適宜Aaµの再定義によって吸収させた。今の事例では，このように示した成分

のうち，(1, 3)成分であるA4
µ(x)− iA5

µ(x)などの 4つの成分が質量をもつことになる。そこで
それらを分離し，

Aµ =

A3
µ + A8

µ A1
µ − iA2

µ 0
A1
µ + iA2

µ −A3
µ + A8

µ 0
0 0 −2A8

µ

+

 0 0 A4
µ − iA5

µ

0 0 A6
µ − iA7

µ

A4
µ + iA5

µ A6
µ + iA7

µ 0

 , (2.46)

と書くと，この第一項にあたる部分が質量ゼロのゲージ場，第二項にあたる部分が質量をもつ
ベクトル場として振る舞うことになる。言い換えれば，Aaµ(x) (a = 1, 2, 3, 8)のみを用い，T a
(a = 1, 2, 3, 8)のみを生成子として，ゲージ場の再構成を行い第一項のようなものを作ると，
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それが 4次元有効理論でのゲージ場として働くことになるいう問題がある。すると例えば何ら
かのゲージ変換によって (θ1, θ2, θ3) = (π

3
, π
3
,−2π

3
)が (θ′1, θ

′
2, θ

′
3) = (0, 0, 0)に変わったとすると，

ゲージ変換によって結ばれているのだからこの両者は同じ物理を表すはずだが，4次元有効理
論の対称性は前者では SU(2)× U(1)，後者では SU(3)になるというおかしなことになる。し
かしここで効いてくるのがひねり行列 U である。今ここでは U = Iとおいているが，ゲージ
変換をするとこの U もまた変換される。それを用いて計算すると，結局 4次元有効理論の対
称性はゲージ変換このときその再構成されたゲージ場で書かれた理論は，SU(2)× U(1)ゲー
ジ理論の形になる。
重要な問題として，Ayの値はゲージ変換によっていくらでも自由に変わってしまうと前と

同じになる。それについて次に説明する。
SU(N)の要素Ω(x, y)を用いて，ψ(x, y)とAM(x, y)に対し

ψ(x, y) → ψ′(x, y) = Ω(x, y)ψ(x, y), (2.47)

AM(x, y) → A′
M(x, y) = Ω(x, y)AM(x, y)Ω(x, y)−1 +

i

g
Ω(x, y)∂MΩ(x, y)−1, (2.48)

Ω(x, y) = exp

{
i
N2−1∑
a=1

αa(x, y)T
a

}
, (2.49)

のようなゲージ変換が行われたとする。ここでαa(x, y)は実数パラメータであり，T aはSU(N)

群の生成子である。このときひねり行列 U のゲージ変換は，変換後の行列を U ′とすると，

ψ′(x, y + 2πR) = eiβU ′ψ′(x, y), (2.50)

を満たせ，という要請から求められる。ここに式 (2.47) を代入し，さらにψ(x, y + 2πR)とし
て ψ(x, y + 2πR) = eiβUψ(x, y)を代入すると，

U ′ = Ω(x, y + 2πR)UΩ(x, y)−1, (2.51)

が得られる。これがひねり行列に対するゲージ変換の式である。
(θ1, θ2, θ3) = (π

3
, π
3
,−2π

3
)を (θ′1, θ

′
2, θ

′
3) = (0, 0, 0)に変換するゲージ変換は，たとえば

Ω(x, y) =

e−i y
6R

e−i
y
6R

ei
y
3R

 , (2.52)

による変換として得られる。このΩ(x, y)を式 (2.48)に代入すれば，Ay(x, y) = Ayは

Ay =
1

2πgR

π
3

π
3

−2π
3

→ A′
y =

1

2πgR

0
0

0

 , (2.53)
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と変換される。このとき U は式 (2.51)を用いて，

U =

1
1

1

→ U ′ =

e−iπ3 e−i
π
3

ei
2π
3

 , (2.54)

と変換される。するとAµ(x, y)に対する境界条件が次のように変わる。今，A′
µ(x, y)の (j, k)

成分をA′
µ,jk(x, y)と書き，さらにそれをA′

µ,jkと略記することにする。そしてそれを式 (2.30)

に代入してA′
µ(x, y)についての境界条件を求めると，

A′
µ(x, y + 2πR) = U ′A′

µ(x, y)U
′−1

= U ′

A′
µ,11 A′

µ,12 A′
µ,13

A′
µ,21 A′

µ,22 A′
µ,23

A′
µ,31 A′

µ,32 A′
µ,33

U ′−1

=

 A′
µ,11 A′

µ,12 −A′
µ,13

A′
µ,21 A′

µ,22 −A′
µ,23

−A′
µ,31 −A′

µ,32 A′
µ,33,

 (2.55)

となる。成分によっては U = Iのときと変わらず，

A′
µ,jk(x, y + 2πR) = A′

µ,jk(x, y) (2.56)

のままであるが，(1, 3)成分などの 4つの成分については，

A′
µ,jk(x, y + 2πR) = −A′

µ,jk(x, y) (2.57)

となり，負の符号がついて境界条件が変わる。これが質量M2
n,jkの式を変化させ，対称性の破

れを再現することになる。カルツァ・クライン展開を書くと，境界条件が式 (2.56)のように書
かれる成分については式 (2.34)と同様に

A′
µ,jk(x, y) =

∞∑
n=−∞

A
′(n)
µ,jk(x) exp

(
i
n

R
y
)
, (2.58)

であるが，境界条件が式 (2.57)のように書かれる成分については

A′
µ,jk(x, y) =

∞∑
n=−∞

A
′(n)
µ,jk(x) exp

(
i
n± 1

2

R
y

)
, (2.59)

となり，右辺の指数関数の中の nが n± 1/2へと変わる。ここで複号±は+と−のどちらを
とってもよいという意味で用いた。これを用いて，式 (2.39)を導いたのと同じ計算をすると，
ちょうど式 (2.39)の右辺の nを n± 1

2
で置き換えたものになって，

M ′2
n,jk =

1

R2

(
n± 1

2
−
θ′j − θ′k
2π

)2

, for (jk) = (13, 23, 31, 32), (2.60)
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となる。その他の成分については式 (2.39)と同じである。したがって (θ′1, θ
′
2, θ

′
3) = (0, 0, 0)，

U ′ = diag(e−iπ/3, e−iπ/3, e2iπ/3)のときのM ′2
n,jkを (j, k)成分として並べた行列M ′2

n は，

M ′2
n =

1

R2

 n2 n2
(
n± 1

2

)2
n2 n2

(
n± 1

2

)2(
n± 1

2

)2 (
n± 1

2

)2
n2

 , (2.61)

となる。ここで 4つの成分に見られる複号±は同順ではない。つまりそれぞれ独立に+と−
のどちらをとってもよい。これは式 (2.41)とほぼ同じであり，4次元有効理論における対称性
はやはり SU(2) × U(1)へと破れる。つまりゲージ変換前の (θ1, θ2, θ3) = (π

3
, π
3
,−2π

3
)，U = I

のときと同じであり，ゲージ変換の前後で対称性は変わらない。
このように低次元有効理論での対称性は Ay の定数値とひねり行列 U とによって決まる。

この機構を細谷機構という。一般的には，後述するようにAyとU を組み合わせた物理量のひ
とつとしてウィルソンライン位相というものが定義されており，このウィルソンライン位相の
値によって対称性が決まるものとして細谷機構は表現される。
この小節で述べた計算について整理・付言しておくと，次のようになる。対称性の破れが生

じる場合，それはAyの定数値とU の要素によってゲージ場のカルツァ・クラインモードA
(n)
µ

の質量が，いくつかの成分についてはゼロでなくなることによる。質量Mn,jkに対するAyの
定数値からの寄与は，端的に言えば，ラグランジアンないし運動方程式の中の [Ay, Aµ]の項に
由来する。この項に由来してMn,jkの中に (θj − θk)/(2πR)の部分が入ってくる。Ayが定数で
なく例えばAy(x)のような量であるならば，[Ay(x), Aµ(x)]はAy(x)とAµ(x)との相互作用項
になる。しかしAyが定数をとることでAµ(x)の質量項（の一部）の形になるのである。ある
いは別の言い方をすれば，Aµ(x)が定数部分Acµとそのまわりのゆらぎの部分Aqµ(x)とに分け
られてAµ(x) = Acµ + Aqµ(x)と書かれたとき，[Ay(x), Aµ(x)]の一部 [Acy, Aµ(x)]がAµ(x)の質
量項を作る，とも言える。これはちょうどヒッグス機構の計算において，スカラー場Φ(x)と
ゲージ場Aµ(x)との相互作用項LΦA ∝ Φ(x)2Aµ(x)A(x)

µ の一部が，Φ(x)が真空期待値 vとそ
のまわりにゆらぐ場との組み合わせとして書かれることにより，v2Aµ(x)Aµ(x)すなわちAµ(x)

の質量項となる，というのと似ている。実際，Ayがヒッグス場としてのはたらきをするゲー
ジ・ヒッグス統合模型というものが開発されており，精力的に研究されている。一方ひねり行
列 U のほうは，Mn,jkの中でカルツァ・クラインモードの番号 nに依存する項を変化させる。
それはAM の各成分のカルツァ・クライン展開のされ方を決定することに由来する。短くまと
めれば，Ayはラグランジアンの中の [Ay, Aµ]の項によって，U はAM のカルツァ・クライン
展開のされ方を決定することによって，A(n)

µ,jkの質量Mn,jkに寄与し，それによって低次元有
効理論での対称性の破れが起こりうる。

21



なおフェルミオン場 ψ(x, y)のカルツァ・クラインモード ψ(n)(x)の質量は，次のようにな
る。この場合もやはり運動方程式を用いて求めるのが簡便である。5次元での自由なディラッ
ク方程式は η = (−1, 1, 1, 1, 1)の表記のもとで，

(ΓMDM −m)ψ(x, y) = 0, (2.62)

と書ける。ΓM (M = 0, 1, 2, 3, 5)は式 (2.26)で用いたのと同じく 5次元理論用に拡張されたガ
ンマ行列で，4次元のガンマ行列 γµ (µ = 0, 1, 2, 3)および γ5 との間には (Γµ,Γ5) = (γµ, γ5)の
関係がある。またD5 = Dyであり，mはψ(x, y)の質量である。ここにψ(x, y)のカルツァ・ク
ライン展開として式 (2.33)を代入する。しかし ψ(x, y)がディラック方程式を満たすとき，そ
れはクライン・ゴルドン方程式

(DMDM −m2)ψ(x, y) = 0, (2.63)

も満たすので，こちらを使って求めることもできる。そちらのほうが計算はスムーズになる。
結果，基本表現 ψ(n)(x)の第 j成分（j = 1, 2, . . . , N）の質量mn,jは，

m2
n,j = m2 +

1

R2

(
n+

β − θj
2π

)2

, (2.64)

と導かれる。ディラック方程式を使って求める場合は，たとえば文献 [40]の第 5章第 2節と同
じようにして求められる。質量mn,jもまた nと θj（後述するウィルソンライン位相）からの
寄与を受けることが分かる。また βからの寄与も受けている。

2.1.4 ウィルソンライン位相を用いた計算

ゲージ変換でAyの値が変わっても，ひねり行列Uがそれに応じてある意味で相補的に変わり，
結局導かれる対称性は変わらない。このことは，何かAy とUとを組み合わせてできるゲージ
不変量があり，そのゲージ不変量に対応して対称性が決まるのではないかということを予想さ
せる。実際にそのようにして対称性の計算を洗練化したものが見出されている。それが次に述
べるウィルソンライン位相を用いた計算である。

始点 xiから終点 xfを結ぶ経路Cに沿った順序付けされた線積分，ウィルソン線積分（ウィ
ルソンライン積分）を次のように定義する。

W (xi, xf ;C) = P exp

{
−ig

∫
C

dxMAM(x, y)

}
≡ lim

N→∞
W (x0, x1)W (x1, x2) · · ·W (xN−1, xN),
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W (xj−1, xj) = 1− ig∆xMj−1AM(xj). (2.65)

ここで，経路CをN 個に分割し，x0 = xi → x1 → x2 → · · · → xN = xf，∆xj = xj − xj−1と
している。非可換ゲージ理論ではAM は積の順序に注意しなければならないため，上のように
積の順序に注意をうながす記号P を用いた定義がされている（P は経路順路（path-ordering）
作用素などと呼ばれる）。極限 N → ∞で ∆xj → 0である。このウィルソン線積分のゲー
ジ変換を考える。式 (2.48)にしたがってAM(x, y)の SU(N)ゲージ変換が行われたとすると，
O(∆x) で，

W (xj−1, xj) → Ω(xj−1)W (xj−1, xj)Ω(xj)
−1, (2.66)

と変換される。これを用いるとウィルソン線積分 (2.65)は，

W (xi, xf ;C) → Ω(xi)W (xi, xf ;C)Ω(xf )
−1, (2.67)

のように共変的に変換されることが分かる。

ここで，S1を 1周するウィルソン線積分に U をかけた，

Ŵ (x) = W (x)U,

W (x) = P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dyAy(x, y)

}
, (2.68)

を考える。ウィルソン線積分の経路Cを閉経路にとったもの（もしくはその上でそれのトレー
スをとったTrW）をウィルソンループと呼ぶが，「S1を 1周する」という経路も閉経路の一種
と言えるので，W (x)はウィルソンループの一種である。Ŵ (x)には特に定着した名称はない
が，その固有値，もしくはその固有値を e−iθj(x)と書いた時の位相部分 θj(x)は，ウィルソンラ
イン位相と呼ばれている（厳密には θj(x)のほうであろうと思われるが，慣例的に Ŵ (x)の固
有値そのものもウィルソンライン位相と呼ばれている) 。また，特に θj(x)が定数 θj(x) = θj

であるとき，「（余剰次元上の）アハロノフ・ボーム位相」と呼ばれることもある [40]。この Ŵ

のゲージ変換を見る。式 (2.51)と (2.67)を用いると，

Ŵ (x) →
{
Ω(x, 0)W (x)Ω(x, 2πR)−1

}{
Ω(x, 2πR)UΩ(x, 0)−1

}
= Ω(x, 0)Ŵ (x)Ω(x, 0)−1, (2.69)

となる。ここから，Ŵ (x)の固有値すなわちウィルソンライン位相はゲージ不変量であること
がわかる。
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この Ŵ (x)を使うと，低次元有効理論での対称性が比較的簡単に導かれることが分かって
いる。Ay(x, y)が定数値Acyをとったとする。このとき Ŵ (x)は，

Ŵ (x) = Ŵ = P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dyAcy

}
U, (2.70)

と書ける。すると低次元有効理論での対称性は，この Ŵ と交換する生成子，すなわち

Hsym = {T a; [Ŵ , T a] = 0} (2.71)

に属する生成子によって作られる，ということが分かっている（証明は割愛する）。ここでさ
らに，Acyをゼロにするようなゲージ変換が行われたとする。このゲージ変換に際してUはU ′

という行列へと変換されたとすると，Ŵ は Ŵ → Ŵ ′ = U ′ と変換される。すると式 (2.71)は，
Ŵ を U ′ ≡ U symで置き換えて，

Hsym = {T a; [U sym, T a] = 0} (2.72)

へと簡略化されることになる。これが細谷機構による対称性の破れを導入するにあたって広く
用いられている公式である。ただし，次節で述べるオービフォルドの場合のように，U以外に
もひねり行列が出てくる場合，Hsymを構成する T aには，それら全てとも交換すべしという条
件が付される（具体例は次節を参照）。本博士論文の主題的内容である第 3章の末尾でも，こ
れを用いた考察を行う。

具体例として，先述した例のひとつ，5次元の SU(3)ゲージ模型で Ay(x, y)が定数 Ay ∝
diag(π/3, π/3,−2π/3)をとり，4次元有効理論での対称性が SU(2) × U(1)へ破れた例を取り
上げる。そこでは

Ay(x, y) = Ay =
1

2πgR

π
3

π
3

−2π
3

 ,

U = I, (2.73)

であったから，Ŵ (x)は，

Ŵ (x) = Ŵ = exp

−i

π
3

π
3

−2π
3

 =

e−iπ3 e−i
π
3

ei
2π
3

 , (2.74)

となる。これを用い，[Ŵ , T a] = 0を満たす T a をピックアップしていく。すると元の高次元
模型の対称性を形成していた SU(3)の生成子のうち，式 (2.74)の Ŵ と交換するのは，

T a =
1

2
λa,
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λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 ,

(2.75)

の 4つであることが分かる。したがってこの 4つの T aを生成子として作られる対称性が，低
次元有効理論の対称性である。そしてそれは SU(2)× U(1)であることが分かる。実際，これ
らを用いて作られるゲージ場Aµは，

Aµ =
∑

a=1,2,3,8

AaµT
a =

A3
µ + A8

µ A1
µ − iA2

µ 0
A1
µ + iA2

µ −A3
µ + A8

µ 0
0 0 −2A8

µ

 , (2.76)

となり，これは式 (2.46)の第一項と同じである。他方，[U sym, T a]を用いた導出は次のように
なる。式 (2.73)の Ay をゼロにするようなゲージ変換を行ったとき，式 (2.73)の U すなわち
U = Iは，式 (2.54)で見たように，

U =

1
1

1

→ U ′ =

e−iπ3 e−i
π
3

ei
2π
3

 ≡ U sym, (2.77)

と変換される。この U symと交換する T aを探すと，当然ながら式 (2.75)に示したものと同じ
になる。したがってやはり対称性は SU(2)× U(1)になる。

なお，U = IのもとでAyが

Ay(x, y) = Ay(x) =
1

2πgR


θ1(x)

θ2(x)
. . .

θn(x)

 , (2.78)

と（対角型に）書かれるとき，Ŵ (x)は上の例と同様に

Ŵ (x) =


e−iθ1(x)

e−iθ2(x)

. . .

e−iθn(x)

 , (2.79)

となり，Ay の表記に用いた θj(x)はそのままウィルソンライン位相を表すものになることが
分かる。逆に言えば，Ayはウィルソンライン位相 θj(x)を用いて式 (2.78)のように表すこと
ができる，ということにもなる。（ただし「U = Iのもとでの」ウィルソンライン位相なので，
そこに注意を払うならば「狭義の」ウィルソンライン位相ということになろうか）。θj(x)が定
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数 θjをとっても同じである。他方，一般にAM は理論の対称性を担っている生成子 T aを用い
てAM(x, y) =

∑
aA

a
M(x, y)T aと書かれる。そしてそのように T aの（実数係数の）線形結合

で書かれたものを指数関数の肩に乗せたものは，式 (2.49)のΩもそうであるように，その T a

が作る群の要素となる。式 (2.74)に見られるように Ŵ (x)はAyに比例する項を指数関数の肩
に乗せたものになるから，理論の対称性が SU(N)のとき，Ŵ (x)は SU(N)の要素となる。す
ると Ŵ (x)はその行列式が 1でなければならないから，∑n

j=1 θj(x) = 0 (mod 2π)でなければ
ならない。式 (2.35)のところで∑n

j=1 θj = 0 (mod 2π)であると述べたのは，その理由による。
なお，式 (2.78)で θj(x)をより一般的に θj(x, y)とおいた場合，つまり θj(x, y)が yに依存して
変化する場合は，θj(x, y)のゼロモード θ

(0)
j (x)がウィルソンライン位相と一致する。

2.1.5 有効ポテンシャルによる θjの決定

U = Iのとき，ゲージ場AM(x, y)の低次元有効理論におけるモードA
(n)
µ (x)の (j, k)成分の質

量Mn,jkは式 (2.39)のように表され，ウィルソンライン位相 {θj(x)}が定数値をとったもので
ある {θj}による寄与を受ける。この {θj}は任意ではなく，{θj} に依存する有効ポテンシャル
Veff(θj)を最小にするものとして決まるとするのが一般的である。実際それは自然な仮説であ
ると思われる。なお Veff(θ1, θ2, . . . , θn)を Veff(θj)と略記した。

何らかのボソン場もしくはフェルミオン場 ϕ(x) の期待値 ⟨ϕ(x)⟩ = ⟨Ψ|ϕ(x)|Ψ⟩ が定数
⟨ϕ(x)⟩ = ϕc をとったとき，有効ポテンシャル Veff(ϕc)は状態 |Ψ⟩での最小のエネルギー密
度に対応する（例えば文献 [40]の 4.2節などを参照）。そしてハミルトニアンの基底状態（真空
状態）を |Ψ0⟩とし，他方 Veff(ϕc)の最小値を与える ϕcを ϕmin

c とすると，⟨Ψ0|ϕ(x)|Ψ0⟩ = ϕmin
c

が成り立つ。つまり有効ポテンシャルが最小値となる状態は，ハミルトニアンの基底状態（真
空状態）に対応する。ϕmin

c を ϕ(x)の真空期待値と呼ぶことにする。

Veff(ϕc)を評価する方法のひとつとして，ループ展開（ℏ展開）と呼ばれる摂動論的な方法
に従うと，Veff(ϕc)は

Veff(ϕc) = V0(ϕc) + V 1 loop
eff (ϕc) +O(ℏ2), (2.80)

と書ける。本稿ではここまで、プランク定数 ℏと光速を 1とする自然単位系を用いてきたが、
ここでは、ループ展開を用いた有効ポテンシャルの議論をするために、一時的にプランク定数
ℏを復活することにする。V0(ϕc)は古典的（tree）レベルでのポテンシャルであり，ラグラン
ジアン密度の中に明示的な ϕ(x)のポテンシャル項があればそれに ϕ(x) = ϕcを代入したもの
になる。たとえば L = −1

2
∂µϕ(x)∂

µϕ(x) − V0(ϕ)，V0(ϕ) = 1
2
m2ϕ(x)2 + (λ/4!)ϕ(x)4 と書かれ
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る ϕ4理論の場合，V0(ϕc) = 1
2
m2ϕ2

c + (λ/4!)ϕ4
c である。V 1 loop

eff (ϕc)は 1ループ有効ポテンシャ
ルと呼ばれるO(ℏ)の項であり，一般に

V 1 loop
eff (ϕc) = ℏ

∑
∓ i

2

∫
d4p

(2π)4
ln
{
p2 +m(ϕc)

2 − iϵ
}
, (2.81)

という公式で与えられる。先述のように ℏを回復した。d4p = dp0dp1dp2dp3であり，積分は各
pµ (µ = 0, · · · , 3)ごとに−∞から∞までとる。被積分関数の中の p2は p2 = ηµνp

µpνであり、
計量 η = (−1, 1, 1, 1)のもとでは p2 = −(p0)2 + (p1)2 + (p2)2 + (p3)2である。符号∓は ϕと結
合する粒子の種類に対応し，ボソンならマイナス，フェルミオンならプラスである。m(ϕc)は
⟨ϕ⟩ = ϕcのときの有効質量である。和は全ての自由度に及ぶ。例えばディラックフェルミオン
に対しては，スピノルの 4個の自由度があるので，4倍の因子がかかる。つまり式 (2.81)の中
の記号∑が係数 4に置き換わる。ℏ → 0の極限をとると，Veff(ϕc) → V0(ϕc)となる。ℏ ̸= 0と
すると V 1 loop

eff (ϕc)などO(ℏ)以降の項が入ってくる。こうしたことからも，有効ポテンシャル
の最小値は量子効果も全て取り入れた上での系の最小エネルギー密度と対応していると考え
られる。

U = Iのときの Veff(θj)はこれを用いて次のように表せる。5次元時空の SU(N)ゲージ理
論を考え，SU(N)基本表現のディラック場ψ(x, y)と 5次元ゲージ場AM(x, y)があるとする。
ラグランジアン密度は式 (2.26)で与えられる。ただしここではそれを少し拡張して，ψ(x, y)
は 1個ではなくNf 個あるとする。したがってディラックの運動項の部分はNf 個のψ(x, y)そ
れぞれについて書かれたものの合計になる。またより一般的に ψ(x, y)の質量項−mψ̄ψも入
れることにする。このとき V 1 loop

eff (θj)は公式 (2.81)を用い，式 (2.39)のM2
n,jkと，式 (2.64) の

m2
n,jを用いて，

V 1 loop
eff (θj)

= −3
N∑

j,k=1

∞∑
n=−∞

i

2

∫
d4p

(2π)4
ln
{
p2 +M2

n,jk − iϵ
}

+ 4Nf

N∑
j=1

∞∑
n=−∞

i

2

∫
d4p

(2π)4
ln
{
p2 +m2

n,j − iϵ
}
, (2.82)

と表せる。第一項はA
(n)
µ たちからの寄与であり，符号「－」は，それらがボソンであること

に由来する。係数 3はそれらの自由度である。Mn,jk = 0であるようなA
(n)
µ,jk(x)はゲージ場な

ので自由度は 2であるが，それは省略した。そこからの寄与は式 (2.82)の中でMn,jk = 0とお
いた項からの寄与となるが，それは θj に依存しない定数項となる。したがって一般的には省
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かれる。そのため多少不正確でも構わない，と判断した。第二項は ψ(n)(x)たちからの寄与で
ある。

Veff(θj)における古典的（tree）レベルでのポテンシャルはゼロとおくことにする。Veff(θj)
を θjに依存した有効ポテンシャルととらえると，古典的（tree）レベルでのポテンシャルに対
する θjの寄与はゼロだからである。それはローレンツ不変性の要請により ⟨Aµ⟩ = 0であるた
め（任意のローレンツ変換Λ ν

µ に対し ⟨Aµ⟩ = Λ ν
µ ⟨Aν⟩を満たす定数ベクトル ⟨Aµ⟩は ⟨Aµ⟩ = 0

のみである），⟨FMN(x, y)⟩ = 0となることによる。したがって

Veff(θj) = V 1 loop
eff (θj) +O(ℏ2) (2.83)

とする。

適当な正則化を用いて pについての積分を実行し，M2
n,jk およびm2

n,j に式 (2.39)および
(2.64)を代入して nについての無限和を実行すると，うまいことに V 1 loop

eff (θj)は収束すること
が分かる。V 1 loop

eff (θj)は，

V 1 loop
eff (θj) =

3

64π6R4

{
−3

N∑
j,k=1

∞∑
n=1

cosn(θj − θk)

n5

+4Nf

N∑
j=1

∞∑
n=1

cosn(θj − βj)

n5
B5/2(2πRnmf )

}
+ (const), (2.84)

Bν(z) =
zνKν(z)

2ν−1Γ(ν)
, Bν(0) = 1, (2.85)

となる。ここでKν(z)は ν次の変形ベッセル関数であり，Γ(ν)はガンマ関数である。式 (2.84)

を導く計算の詳細は複雑であり，また本論文の主題に関係するものではないので割愛する。文
献 [40]の付録Bに詳しく説明されている。nについての無限和は非常に速く収束し，n = 1の
項だけでよく近似できる。

細谷機構では，4次元有効理論での対称性を決める {θj}は，この V 1 loop
eff (θj)を最小化する

{θj} = {θj}minであると考える。実際それは自然な仮説であると思われる。そして典型的には
V 1 loop
eff (θj)は有限となり，それを最小にするような {θj} = {θj}minというものが評価可能であ
る。実際，有効ポテンシャルが有限の繰り込まれた結合定数で書かれている場合には，発散を
免れるということが示されている [13, 14]。

式 (2.84)でNf = 0とおくと，フェルミオンがないゲージ場だけの理論での V 1 loop
eff (θj)とな

るが，この場合それを最小にする {θj}はすべての θjが等しくなるようなもの，たとえばSU(3)
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ゲージ理論なら (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0)または (±2π
3
,±2π

3
,±2π

3
) （複号同順）である。先述した

ようにウィルソンライン位相 θj には
∑N

j=1 θj = 0 (mod2π)という制限があるから，この 2種
類である。この場合，式 (2.40)のところで見たように，対称性の破れは生じない。一般に理論
にゲージ場しか存在しない場合は細谷機構による対称性の破れは生じない。対称性の破れが
生じうるのは，一般にフェルミオン場などその他の場が存在する場合である。そして対称性が
どのようなものになるのかは，それらの場の構成（何個のフェルミオン場があるか，それは基
本表現のフェルミオン場か随伴表現のフェルミオン場か，など）によって決まる。ただ，2.1.3

節で述べたような，ラグランジアン密度が SU(N)基本表現のディラック場を用いて式 (2.26)

で書かれる簡潔な模型の場合，実は対称性の破れは生じない。このとき V 1 loop
eff (θj)は式 (2.84)

のように書かれるが，その V 1 loop
eff (θj)を最小にする {θj}は SU(3)の場合，

(θ1, θ2, θ3) =


(−2

3
π,−2

3
π,−2

3
π) for 0 < β < 2

3
π,

(0, 0, 0) for 2
3
π < β < 4

3
π,

(2
3
π, 2

3
π, 2

3
π) for 4

3
π < β < 2π,

(2.86)

となる。β = 0,±2
3
πのときは，二つの極小値が縮退する。いずれの場合もSU(3)ゲージ対称性は

保持される。2.1.3節では計算例として (θ1, θ2, θ3) = (π
3
, π
3
,−2π

3
)のときに対称性がSU(2)×U(1)

に破れることを示したが，これは V 1 loop
eff (θj)を最小にする {θj}ではない。したがって {θj}が

V 1 loop
eff (θj)を最小にするものとして決まるとする完全な細谷機構の説明においては，ラグラン
ジアン密度が SU(N)基本表現のディラック場を用いて式 (2.26)で書かれる理論の対称性が
SU(2)×U(1)に破れることはない。対称性が破れる例としておそらく最も簡潔なものは，フェ
ルミオン場ψ(x, y)を SU(N)基本表現でなく SU(N)随伴表現のものとした場合に得られる。2
本稿では割愛したが SU(N)随伴表現のフェルミオンについても同様にカルツァ・クライン質
量を計算でき，これを公式 (2.81)に用いて計算すると，式 (2.82)および (2.84)と同様にして
V 1 loop
eff (θj)に対する SU(N)随伴表現フェルミオンからの寄与を計算することができる。そし
てその随伴表現フェルミオンについての βを 0とおき，また 5次元において零質量であるとす
ると，V 1 loop

eff (θj)を最小化する {θj}として (θ1, θ2, θ3) = (0, 2π
3
,−2π

3
)（およびその置換）が得ら

れる。このとき 4次元有効理論の対称性を計算するとU(1)× U(1)となり，5次元での SU(3)

対称性が破れることが分かる。また，その随伴表現フェルミオンが 5次元理論の段階で特定の
範囲の質量をもつとすると，SU(2)× U(1)に破れる模型になる。一般に，フェルミオン場に
ついて様々に設定を変えてみると，豊富な対称性の破れのパターンが実現する。

2随伴表現フェルミオンは，ゲージ群の生成子の随伴表現を (T a)bc = ifabcと書くとすると（fabcは構造定数），
ψ(x)bc =

∑
a ψ(x)

a(T a)bc で与えられる。ここで (T a)bc と ψ(x)bc はそれぞれ行列 Ta と行列 ψ(x)の b行 c列目
の成分であり，ψ(x)aは複素数である。ψ(x)は ψ(x) → ψ′(x) = Ωψ(x)Ω†，Ω = (ei

∑
a θaTa

)と変換する。θaは
適当なパラメータである。
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境界条件を決めるひねり行列 U が U ̸= I である場合，カルツァ・クライン質量Mn,jk や
mn,jを表した式 (2.39)や (2.64)の中で nの部分がたとえば式 (2.60)の例のように n± 1/2など
と置き換わる。随伴表現フェルミオン等でも同様である。それによって V 1 loop

eff (θj)の表式が変
わり，それを最小にする {θj}も変わる。したがって低次元有効理論での対称性が変わる。つ
まり 1ループ有効ポテンシャルは U にも依存するから，V 1 loop

eff (θj;U)と書ける。さらに βへ
の依存性にも注意を向けると，V 1 loop

eff (θj;U, β)と書ける。しかし重要な性質として，ある {θj}
がゲージ変換によって {θ′j}へと変換され，それとともに U が U ′へと変換されたとすると，

V 1 loop
eff (θj;U, β) = V 1 loop

eff (θ′j;U
′, β), (2.87)

となることが分かっている。境界条件 {U, β}で，V 1 loop
eff (θj;U, β)が {θmin

j }で最小になったとす
ると，境界条件 {U ′, β}での V 1 loop

eff (θ′j;U
′, β)は {θ′min

j }で最小となる。このこともまた，ゲー
ジ変換によって {θj}が変化しても，細谷機構によって導かれる対称性に変化はないことを保
証する。例えば SU(3)ゲージ理論で U = I のもとで V 1 loop

eff (θj;U, β)を最小にする {θmin
j }が

(θ1, θ2, θ3) = (0, 2π
3
,−2π

3
)となり，それによって対称性の破れが結論される場合を考える。ゲー

ジ変換によりその {θmin
j }が (θ′1, θ

′
2, θ

′
3) = (0, 0, 0)へと変換されたとすると，U = Iのままでは

対称性の破れが生じないことになるが，2.1.3節や 2.1.4節で見たように，U = I は U ′ ̸= I へ
と変換され，導かれる対称性はゲージ変換前のものと変わらない。このときその {θ′j}とU ′が
V 1 loop
eff (θ′j;U

′, β)を最小にするものでなかったとすると，「有効理論の対称性は有効ポテンシャ
ルを最小にするウィルソンライン位相の組で決まる」とする細谷機構の説明に齟齬が生じるこ
とになるが，そうはならないことを式 (2.87)が保証している。

2.1.6 S1における細谷機構のまとめと，ヒッグス機構との比較

以上で余剰次元が S1であるときの対称性の破れの説明とする。それは境界条件とゲージ場の
余剰次元方向成分を組み合わせて定義されるウィルソンライン位相というものがあり，その
ウィルソンライン位相が定数値をとったときに 4次元有効理論では対称性の破れが生じうると
いうものである。ウィルソンライン位相の定数値は有効ポテンシャルを最小にするものとして
決まる。それはウィルソンライン位相の真空期待値と考えられる。このようにウィルソンライ
ン位相が真空期待値をとることによって対称性の（自発的）破れが生じうる機構を細谷機構と
いう。ただし，境界条件すなわちひねり行列 U と βをウィルソンライン位相と同じように何
らかの動力学的過程（dynamics）の結果として理論的に決定するような機構は見出されてい
ない。現状では研究者がその時々の理論的動機に応じて任意に設定している状況である。これ
は「任意性問題」（arbitrarity problem）と呼ばれ，長年の未解決問題となっている。
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本節の最後として，細谷機構とヒッグス機構との類似点と相違点について述べる。まず 2.1.3

節の終盤で付言したように，対称性の破れが生じる場合，それはAyの定数値とUの要素によっ
てA

(n)
µ の質量が，いくつかの成分についてはゼロでなくなることによる，と言える。Ayはラ

グランジアンの中の [Ay, Aµ]の項によって，U はAM のカルツァ・クライン展開のされ方を決
定することによって，A(n)

µ,jkの質量Mn,jkに寄与し，それによって低次元有効理論での対称性
の破れが起こりうる。このうちAyによる寄与のほうは，ヒッグス機構による対称性の破れの
プロセスと類似している。Ayが例えばAy(x)のような普通の場であるならば，[Ay(x), Aµ(x)]

は Ay(x)と Aµ(x)との相互作用項になる。しかし Ay が定数であったり，あるいは定数部分
Acµとそのまわりのゆらぎの部分Aqµ(x)とに分けられてAµ(x) = Acµ + Aqµ(x)と書かれたとき，
[Ay(x), Aµ(x)]の一部 [Acy, Aµ(x)]がAµ(x)の一次の項となり，そこから質量項が作られていく。
具体的にはそれが自乗されたり Aµ(x)との積になったりして質量項を形成していく。そして
対称性の破れが生じうる。他方ヒッグス機構においても，スカラー場Φ(x)とゲージ場Aµ(x)

との相互作用項LΦA ∝ Φ(x)2Aµ(x)A
µ(x)の一部が，Φ(x)が真空期待値 vとそのまわりにゆら

ぐ場との組み合わせとして書かれることにより，v2Aµ(x)Aµ(x)すなわちAµ(x)の質量項とな
る。これがまず類似点の第一である。すなわち細谷機構では Ay(x)と Aµ(x)との相互作用項
が，ヒッグス機構ではスカラー場Φ(x)とAµ(x)との相互作用項が，Ay(x)ないしΦ(x)が真空
期待値をとることにより Aµ(x)の質量項を生み出して，それによって対称性の破れが説明さ
れる。このことは，付録Aに記載した内容からも示唆される。

そしてさらに，細谷機構ではAyの定数値は有効ポテンシャルに対するAyからの寄与Veff(θj)

を最小にするものとして決まると仮定する。私たちが観測する現在の宇宙では，ゲージ場の高
次元方向成分からの影響は，エネルギーの観点から言っても最小化されているという仮定であ
る。それは自然な仮定であると思われる。そしてそれはちょうどヒッグス機構において，宇宙
の拡大に伴うエネルギー密度の減少によりヒッグス場のポテンシャルが最小値をとり相転移が
起こって，現在の私たちの日常的な状況において体験されているU(1)ゲージ理論の物理が現
出している，と説明されるのに似ている。つまりこの点でも細谷機構とヒッグス機構との類似
点が認められる。細谷機構から導かれる有効理論は，「余剰次元半径」Rが有限であることに
より生じる低次元有効理論であるが，それとともに，有効ポテンシャル Veff(θj) が最小化され
ることにより生じる低エネルギー有効理論でもある。

細谷機構とヒッグス機構との相違点は，第一に，細谷機構は余剰次元がなければ生じない
がヒッグス機構は 4次元だけでも生じるということ，第二に，細谷機構におけるAyの真空期
待値は有効ポテンシャルを最小にする値として比較的自然に決まるが，ヒッグス機構では現象
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論的観測によって得られたパラメータを用いた恣意的なポテンシャル項を最小にするものとし
て決まるということである。ただし細谷機構においても境界条件を設定する行列 U や βを自
然に決定する機構は見出されていない。そのため「比較的自然に」と書いた。第三に，細谷機
構では場Ay(x, y)はゲージ場の余剰次元方向成分として自然に定義されるが，ヒッグス機構で
はヒッグス場Φ(x)の由来が不明である。

この第三の点に関しては，細谷機構の側から興味深い解決案が提示されている。それはゲー
ジ場の余剰次元方向成分Ayがヒッグス場Φ の働きを担うというゲージ・ヒッグス統合理論で
ある（整理された文献としては例えば [40]を参照）。すなわちΦの由来はAyであると説明さ
れる。このときAy = Φの真空期待値を決めるポテンシャルも現在の標準理論のような恣意的
なものではなく，比較的自然に定義される有効ポテンシャルとなるから，第二の点に対する解
決案ともなっている。ただ，標準理論のように 4次元での実験・観測結果を精密かつ広範に説
明する理論を有効理論として導くような模型の完成にはまだ至っていない。

他方，細谷機構とヒッグス機構を並存させることも可能である。その場合，一般には，ゲー
ジ場の一部が質量を持ったベクトルボソン場になるときのその質量の表式に対し，細谷機構か
らの寄与とヒッグス機構からの寄与とが並存することになる。実際，標準理論を余剰次元に拡
張する最も単純な模型のひとつとして普遍余剰次元模型というものがあり，そこではヒッグス
ボソンを含めて，標準理論に存在する全ての場（粒子）が，M4 × (S1/Z2)上で定義された場
のゼロモードとして出現するようになっている [42]。また細谷機構とヒッグス機構を両方利用
しつつ大統一理論を探る研究も精力的な研究が行われている分野のひとつである。その枠組み
で例えば，ヒッグス機構に生じる問題を細谷機構が解消する場合もある。例えば SU(5)理論
において，標準理論では SU(2)L 2重項であるヒッグス場を SU(5) 5重項に拡張した場合，そ
れを SU(3)C 3重項と SU(2)L 2重項に分解したものの質量パラメータの間にO(1013)GeVも
の格差が生じる上，それらの間に微調整が行われなければならないという「二重項三重項分離
問題」が生じる。しかし模型を余剰次元模型に拡張して適切にオービフォルド境界条件を設
定すると，この問題が解消するということを示した研究がある [5, 6]。なお，模型の作り方に
よってはもしかしたら細谷機構とヒッグス機構とが拮抗して，何らかの不合理な理論的産物や
現象論的に支持されない理論的産物を生じることもあるかもしれない。しかし現在までのとこ
ろそのような模型例の報告はないようである。
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2.2 オービフォルド余剰次元と細谷機構
2.2.1 余剰次元模型におけるオービフォルド

本節では余剰次元が S1/Z2である場合の，細谷機構による対称性の破れについて説明する。5

次元時空において，余剰空間次元（空間の第 4次元）の座標を yで表すことにする。このとき
y ∼ y + 2πR（「yと y + 2πRを同一視する」）という条件を課すとその余剰空間は S1をなす
と言われるが，ここでさらに y ∼ −yという条件を課すと，1次元オービフォルド S1/Z2とな
る。y ∼ y + 2πRかつ y ∼ −yという条件のもとでは，点 y = 0および y = πR が固定点と呼
ばれる点になる。固定点とは自分自身と同一視される点である。y = 0および y = πRをそれ
ぞれ y0，y1と書くことにすると，

y0 = 0 ∼ −0 = 0,

y1 = πR ∼ −πR ∼ −πR + 2πR = πR, (2.88)

であるから，y0および y1は固定点であることが分かる。固定点は，その近傍での微分が定義で
きない特異点となる。そのように特異点たる固定点があるとき，その空間はオービフォルドと
呼ばれる。他方，その空間上のすべての点の近傍で微分その他の解析学上の計算が定義できる
空間は多様体と呼ばれる。M4やS1は多様体である。ただし，オービフォルドは「多様体を一
般化したもののひとつ」と言われることもある。反転操作 y → −yは位数 2の巡回群 Z2を成
す。S1/Z2の中の記号 Z2はそれに由来している。オービフォルド余剰次元模型で典型的に用
いられるオービフォルドは，y → y + 2πRのような並進操作に伴う同一視条件（y ∼ y + 2πR

など）に加えて，y → −yのような巡回群 ZN を成す操作に伴う同一視条件（y ∼ −yなど。
以下 ZN 条件と呼ぶ）を与えることによって得られる。本論文の主題となる T 2/ZN もその一
種である。なお S1/ZN としては S1/Z2だけが可能である。1次元上のN 回の操作で元の点に
戻ってくるものとしてはN = 2の y → −yしか考えられないからである。より複雑な 1次元
オービフォルドとしては S1/(Z2 × Z′

2) といったものもあるが [43, 44]，本稿では割愛する。

余剰次元模型では典型的に余剰空間はオービフォルドとして設定される。その第一の理由
は，2節の冒頭でも述べたように，それが有効理論におけるフェルミオンをカイラルにする最
もよいアイデアのひとつだからである。本節では 1次元オービフォルドを例にとって説明する
が，2次元等でも同じである。さらに最近では，2次元オービフォルドにおいてそのオービフォ
ルド上に一様磁場を考えると，6次元時空上で世代をもたないフェルミオンから，有効理論に
おいて特定の世代数をもったフェルミオンを作れるという研究報告もある [26, 27, 28]。
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一般に余剰次元に対して y ∼ y + 2πRのような，並進操作に伴う同一視条件を課しただけ
では 4次元有効理論でのフェルミオンはカイラルにならない。この問題はカイラルフェルミオ
ン問題と呼ばれている。本節では 1次元オービフォルドS1/Z2を例にとって，まずこの問題に
ついて説明し，そしてそれが余剰次元をオービフォルド化することによって解消することを説
明する。そしてそのとき細谷機構がどのように働き，どのようにして有効理論での対称性を決
定するのかを，具体例を示しながら説明する。最後に，本論文の主題的内容である第 3章で扱
う 2次元オービフォルド T 2/ZN について，その基礎的事項を説明する。

2.2.2 カイラルフェルミオン問題

余剰次元をオービフォルドに設定することによって有効理論におけるフェルミオンがカイラル
になるのは，ZN 条件の存在による。S1/Z2ならばZ2条件 y ∼ −yである。この条件がない場
合，少なくとも簡潔な 5次元ラグランジアンからフェルミオンがカイラルであるような 4次元
有効理論を導くことはできない。

例として 5次元時空上の U(1)ゲージ理論を取り上げ，そのラグランジアン密度が

L = ψ̄ΓMDMψ − 1

4
FMNF

MN , (2.89)

で書かれるとする。ここでψは 5次元時空上のフェルミオン場ψ(x, y) = ψ(x0, x1, x2, x3, y)で
あり，5次元の U(1)ゲージ場 AM = AM(x, y) (M = 0, 1, 2, 3, 5)とDM = ∂M − igAM を通
じて相互作用する。ΓM は 2.1.3節の冒頭で述べた，5次元理論用のガンマ行列（ディラック
行列）であり，4次元理論用のガンマ行列との間には (Γµ,Γ5) = (γµ, γ5)の関係がある。また
D5 = ∂5 − igA5 = ∂y − igAy = Dyである。

前節ではフェルミオンの「左巻き成分」，「右巻き成分」について注意を払わなかったが，こ
こではそれが重要になるので，その基本事項を整理しておく。ψ(x, y)について，そのスピノ
ルとしての上側 2成分を ξ(x, y)，下側 2成分を η(x, y)と表し，この 2つを縦に並べたベクト
ルの形で表記すると，

ψ(x, y) =

(
ξ(x, y)
η(x, y)

)
=

(
ξ
η

)
(x, y), (2.90)

と書ける。2成分スピノルである ξ(x, y)や η(x, y)はワイルスピノル（ワイルフェルミオン）と
かカイラルスピノル（カイラルフェルミオン）と呼ばれる。他方，「右巻きフェルミオン」（も
しくは「フェルミオンの右巻き成分」）ψR(x, y)と「左巻きフェルミオン」（もしくは「フェル

34



ミオンの左巻き成分」）ψL(x, y)を，

ψR(x, y) =
1 + γ5

2
ψ(x, y) =

(
ξ(x, y)

0

)
,

ψL(x, y) =
1− γ5

2
ψ(x, y) =

(
0

η(x, y)

)
, (2.91)

で定義する。このとき

γ5ψR(x, y) = ψR(x, y),

γ5ψL(x, y) = −ψL(x, y), (2.92)

であり，ψR(x, y)と ψL(x, y)はそれぞれ γ5に対して固有値+1と−1をもつ固有状態である。
γ5に対する固有値はカイラリティと呼ばれる。したがって ψR(x, y)と ψL(x, y)はそれぞれカ
イラリティ+1と−1をもつ状態である。ラグランジアンにおいて質量項を持たないフェルミ
オンの場合，カイラリティの固有状態は同時にヘリシティの固有状態でもあることが知られて
いる。ヘリシティの値はフェルミオンの場合+1

2
か−1

2
をとるが，それらはスピンの方向と運

動量の方向が平行であるか反平行であるかに対応する。平行であれば+1
2
であり，その粒子は

「右巻き」であると言われる。反平行であれば−1
2
であり，その粒子は「左巻き」であると言

われる。質量ゼロの場合のψR(x, y)とψL(x, y)はそれぞれ「右巻き」と「左巻き」に対応した
ヘリシティ固有状態である。他方，フェルミオンが「カイラルである」とは，カイラリティが
+1であるか−1であるかによって，異なるゲージ相互作用をすることを指す。具体的に標準
模型では，左巻きクォークや左巻きレプトンのみが荷電カレントに伴う弱い相互作用をする。
つまりそれらの左巻きフェルミオンのみが，弱い相互作用のゲージ粒子のうちW ボソンと結
合する。「ゲージ相互作用がカイラルである」という言われ方をすることもある。

しかし何故，左巻きフェルミオンすなわちカイラリティーが−1のフェルミオンだけがW

ボソンと結合するのか明らかでない。そこで，そのような非対称性（左巻きか右巻きかによっ
て異なるという意味での非対称性）が生じるのはあくまでも有効理論においてであり，その背
後にある根本の理論においてはそのような非対称性は存在しない，という模型が作れないだ
ろうかという動機が生じる。例えば 5次元時空で式 (2.89)のように書かれるラグランジアン
から，何らかの機構によって有効理論では非対称性が現れる，というようにである。しかし普
通に y ∼ y + 2πRという条件を課して次元簡約を行っただけでは，フェルミオンをカイラル
にすることはできない。式 (2.89)の中でψとAM の相互作用を表す項をLψ̄Aψと書くことにす
ると，

Lψ̄Aψ = −igΓM
(
ψ̄R + ψ̄L

)
AM (ψR + ψL)
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= −igΓM
(
ψ̄RAMψR + ψ̄RAMψL + ψ̄LAMψR + ψ̄LAMψL

)
, (2.93)

となり，ψRも ψLもAM と相互作用するが，y ∼ y + 2πRの条件を課して各場をカルツァ・ク
ライン展開し，次元簡約を行っても，各モードの組み合わせごとにこれと同じような形が成立
する。すなわち

L̃ψ̄Aψ = −igΓM
∑
n,m,l

(
ψ̄

(n)
R + ψ̄

(n)
L

)
A

(l)
M

(
ψ

(m)
R + ψ

(m)
L

)
= −igΓM

∑
n,m,l

(
ψ̄

(n)
R A

(l)
Mψ

(m)
R + ψ̄

(n)
R A

(l)
Mψ

(m)
L + ψ̄

(n)
L A

(l)
Mψ

(m)
R + ψ̄

(n)
L A

(l)
Mψ

(m)
L

)
, (2.94)

となる。ここで有効理論における ψ(n)，ψ(m)，A(l)
M たちの相互作用項を L̃ψ̄Aψと書いた。和は

n+m+ l = 0であるような組についてとる。標準模型のラグランジアンではフェルミオンの
質量はゼロであるから，ここでも質量がゼロである ψ(0)に着目することにし，またA

(l)
M のう

ちゲージ場としてはたらくのはやはり質量がゼロのA
(0)
M であるから，n = m = l = 0の項に着

目して書き直すと，

L̃ψ̄Aψ = −igΓM
(
ψ̄

(0)
R A

(0)
M ψ

(0)
R + ψ̄

(0)
R A

(0)
M ψ

(0)
L + ψ̄

(0)
L A

(0)
M ψ

(0)
R + ψ̄

(0)
L A

(0)
M ψ

(0)
L + · · ·

)
, (2.95)

である。ψ(n)
R と ψ

(m)
L の双方が互いに同じようにA

(0)
M と相互作用する，という点では有効理論

においても変わりがない。すなわち有効理論におけるフェルミオン ψ(n)はカイラルにならな
い。この問題は，カイラルフェルミオン（ワイルフェルミオン）ξと ηが，有効理論における
フェルミオンのカルツァ・クラインモードにおいても高次元時空のときと同じく両方同じよう
に現れることが原因である，とも言える。そのため「カイラルフェルミオン問題」と呼ばれる。

4次元でゲージ相互作用がカイラルになるためには，高次元場 ψを 4次元場でカルツァ・
クライン展開したとき，何らかの理由で 4次元場でゼロ質量となるゼロモードが ψRもしくは
ψLのどちらかにだけ出現するようになっていればよい，と考えられる。いくつかの方法が知
られている。例えば，余剰次元が 2次元 S2で S2上にU(1)の磁気単極子的な磁場がある場合，
あるいは，余剰次元が 2次元 T 2で T 2上に SU(N)インスタントンがある場合，これらの場合
には右巻きか左巻きのフェルミオンにのみゼロモードが出現する。あるいはまた，余剰次元空
間そのものが，カラビ・ヤウ空間のように特殊なトポロジーを持っていて 4次元場がカイラル
になることもある。もう一つの可能性は，余剰次元空間がオービフォルドである場合であり，
比較的簡潔な設定でフェルミオンをカイラルにするものとして，広く用いられている。以下で
はそれについて説明する。
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2.2.3 M4 × (S1/Z2)上の境界条件

5次元時空としてM4 × (S1/Z2)を考える。これは通常の 4次元ミンコフスキー時空M4 に
余剰次元として空間 1次元を加え，その余剰空間の座標を y としたときに y ∼ y + 2πRか
つ y ∼ −yという条件を課すことによって得られる。M4の座標を xµ (µ = 0, 1, 2, 3)とする
と，(xµ, y) ∼ (xµ, y + 2πR) ∼ (xµ,−y)の同一視関係がある。点 y = 0と y = πRは反転操作
y → −yに対して固定点となる。次の 3つの操作を定義する。

P̂0 : (xµ, y) → (xµ,−y),

P̂1 : (xµ, πR + y) → (xµ, πR− y),

Û : (xµ, y) → (xµ, y + 2πR). (2.96)

P̂0と P̂1はそれぞれ y = 0と y = πRを軸とする反転であり，Û は S1を一周する並進である。
この 3つの操作は独立ではなく，

(P̂0)
2 = (P̂1)

2 = 1, P̂1P̂0 = Û , (2.97)

の関係がある。反転操作として P̂0のほかに P̂1もおく理由は，第一に，y ∼ y + 2πRのもと
で，ある点 yc = yが反転により y′c = −yに移される操作としては，y = 0を軸とする反転と
y = πRを軸とする反転の 2種類を考えることができること，第二に，その 2種類の反転それ
ぞれに対して場 ϕ(x, y)に定義されるパリティが一般には異なりうることである。第一の点は
半径Rの円周を描き，その上に座標 yを刻んで，これらの点をプロットして見比べてみると
すぐに分かる。あるいは簡単な確認計算ですぐに分かる。第二の点については境界条件につい
ての以下の説明とあわせて説明する。なお，P̂1P̂0 = Û であることは，半径Rの円周上で考え
ると分かりにくいかもしれない（操作 P̂0に続けて P̂1を行うことは，円周方向に 2πRの並進
を行うというより，単に元の点に戻すだけのように見える）が，−∞ < y < ∞の数直線上で
考えると分かりやすい。

境界条件は次のようになる。前節と同様，y ∼ y + 2πRかつ y ∼ −yの下でラグランジア
ン密度が一価であること，すなわちL(x, y) = L(x, y + 2πR) = L(x,−y)を要請する。これは
上記の 3つの操作のもとでラグランジアン密度が一価であるという要請である。簡単のためス
カラー場 Φ(x, y)を例にとると，この要請を満たすために Φ(x, y)が満たすべき条件すなわち
境界条件は，

Φ(x, y + 2πR) = UΦ(x, y),

37



Φ(x,−y) = P0Φ(x, y), (2.98)

と書くことができる。U(1)ゲージ理論の場合，U と P0はそれぞれ独立に+1または−1をと
る実数として与えられる。U は y ∼ −yという条件がなければより一般的に絶対値が 1の複素
数となるが，式 (2.97)の制限により±1に制限される。P0は式 (2.97)より (P̂0)

2 = 1であるか
ら P0 = ±1 であり，また P̂1に対して定義される P1も同様の理由から P1 = ±1 である。した
がって P̂1P̂0 = Û より U = ±1 である。他方，P̂1P̂0 = Û であることから得られる別の帰結と
して，境界条件 (2.98)は，

Φ(x,−y) =P0Φ(x, y),

Φ(x, πR− y) =P1Φ(x, πR + y), (2.99)

と書くこともできる。境界条件 (2.98)と (2.99)は等価である。もちろん，P0の式とP1の式と
U の式を 3つ並べてもよい。ただしその場合，そのうちひとつは冗長な式ということになる。
ここで，たとえば U = −1，P0 = −1であったとする。すると P1 = UP0 = 1であるから，境
界条件 (2.99) は，

Φ(x,−y) =− Φ(x, y),

Φ(x, πR − y) = + Φ(x, πR + y), (2.100)

となる。これは Φ(x, y)の y → −yに対するパリティが，y = 0を軸とする反転である場合と
y = πRを軸とする反転である場合とでは異なることを意味する，と解釈できる。P0を「P̂0パ
リティ」，P1を「P̂1パリティ」と呼ぶことにすると，「Φ(x, y)の P̂0パリティは−1，P̂1パリ
ティは+1である」と言うことができる。

もちろん，P̂1P̂0 = Û であって P̂1は P̂0，Û と独立ではないから，P̂1を考えずに P̂0と Û だ
けで済ますこともできる。そしてU = 1であるとき「Φ(x, y)は y → 2πRに対して周期的であ
る」とか「y → 2πRに対する周期性が+1である」などと表現し，U = −1であるとき「反周
期的である」とか「周期性が−1である」などと表現することにすると，Φ(x, y)の特徴づけ
として，「Φ(x, y)は（P̂0）パリティが−1，y → 2πRに対する周期性が−1の場である」と言
うこともできる。しかし素粒子論において「場の周期性」という概念はあまり馴染みがない一
方，「場のパリティ」という概念は歴史的経緯もあって比較的馴染みのある概念である。そこで
Φ(x, y)の特徴づけを，「固定点 y = 0のまわりの反転に対するパリティが−1，固定点 y = πR

のまわりの反転に対するパリティが+1の場である」と表現するのは，比較的馴染みのある表
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現であると思われる。実際それはしばしば使われる表現であり，したがってここでも P̂0と Û

だけでなく，P̂1という操作も明記した。3

2.2.4 M4 × (S1/Z2)上のフェルミオン

M4 × (S1/Z2)上のフェルミオン ψ(x, y)に対する境界条件は，この P0，P1を用いて，

ψ(x,−y) =P0Γ
5ψ(x, y),

ψ(x, πR − y) =P1Γ
5ψ(x, πR + y), (2.101)

と書くことができる。P0とP1は互いに独立に±1のどちらかの値をとり，上記の ϕ(x, y)の例
のときと同様，それぞれ固定点 y = 0および y = πRを軸とした反転に対するパリティと解釈さ
れる。Γ5の因子が必要なのは，反転操作 y → −yで ∂y → −∂yとなるからである。相互作用の
ない自由なディラック場の運動項 ψ̄(x, y)ΓM∂Mψ(x, y)を考え，{Γ5,Γµ} = 0，Γ5ΓµΓ5 = −Γµ，
(Γ5)2 = Iを用いると，例えば P0の方の場合，

ψ̄(−y)ΓM∂Mψ(−y) =
{
−ψ̄(y)Γ5P0

}
Γµ∂µ

{
P0Γ

5ψ(y)
}

+
{
−ψ̄(y)Γ5P0

}
Γ5(−∂y)

{
P0Γ

5ψ(y)
}

=ψ̄(y)Γµ∂µψ(y) + ψ̄(y)Γ5∂yψ(y)

=ψ̄(y)ΓM∂Mψ(y), (2.102)

となり，L(x,−y) = L(x, y)が満たされることが分かる。ここで ψ(x, y)を ψ(y)と略記した。
ただしその一方で，ψ̄(−y)ψ(−y) = −ψ̄(y)ψ(y)等となり，ψ̄ψは不変ではなくなるので，通常
の質量項mψ̄ψはM4 × (S1/Z2)上の 5次元模型では禁止される。したがって，M4 × S1上の
理論であれば式 (2.62)のようにψ(x, y)の質量をおくことができたが，M4× (S1/Z2)上の理論
ではそれはできない。

有効理論のフェルミオンをカイラルにする働きをするのは，式 (2.101)の中の Γ5である。
このΓ5が，フェルミオンの右巻き成分ψR(x, y)と左巻き成分ψL(x, y)の間にカルツァ・クライ
ン展開の違いを生じさせ，その結果として有効理論のフェルミオンをカイラルにすることがで

3なお式 (2.100)に従うと，たとえば y = 2
3πのとき，Φ(x, 23π) = −Φ(x,− 2

3π) = Φ(x, 43π)となる。点 (x,− 2
3π)

と (x, 43π)は互いに同一視される点だが，場 Φ(x,− 2
3π)と Φ(x, 43π)は異なるということになる。日常生活の感覚

で見ると少し不思議な感じがするが，条件 L(x, y) = L(x, y + 2πR) = L(x,−y)さえ満たされていればよい，と
いう物理的条件から導かれた物理的帰結である。場が少なくともラグランジアン（ハミルトニアン）に比べれば
直接観測にかからない量であるということとも関連しているであろう。
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きる。具体的には，式 (2.92)に示したように γ5ψR(x, y) = ψR(x, y)，γ5ψL(x, y) = −ψL(x, y)
であり，また 2.2.2節で述べたように Γ5 = γ5であるから，

ψR(x,−y) = +P0ψR(x, y), ψR(x, πR − y) = +P0ψR(x, πR + y),

ψL(x,−y) = −P1ψL(x, y), ψL(x, πR − y) = −P1ψL(x, πR + y), (2.103)

となる。したがって例えば P0 = P1 = −1の場合，

ψR(x,−y) = −ψR(x, y), ψR(x, πR − y) = −ψR(x, πR + y),

ψL(x,−y) = +ψL(x, y), ψL(x, πR − y) = +ψL(x, πR + y), (2.104)

となる。P0 = P1 = 1であることを (P0, P1) = (+,+)，(P0, P1) = (1,−1)であることを
(P0, P1) = (+,−)などと表すことにすると，一般に場 ϕ(x, y)が式 (2.99)のような境界条件を
満たすとき，

(i) (P0, P1) = (+,+)

ϕ(x, y) = ϕ(0)(x) +
∞∑
n=1

ϕ(n)(x) cos
n

R
y,

(ii) (P0, P1) = (−,−)

ϕ(x, y) =
∞∑
n=1

ϕ(n)(x) sin
n

R
y,

(iii) (P0, P1) = (+,−)

ϕ(x, y) =
∞∑
n=1

ϕ(n+ 1
2
)(x) cos

n+ 1
2

R
y,

(iv) (P0, P1) = (−,+)

ϕ(x, y) =
∞∑
n=1

ϕ(n+ 1
2
)(x) sin

n+ 1
2

R
y, (2.105)

のようにカルツァ・クライン展開される。したがって ψR(x, y)と ψL(x, y)が境界条件 (2.104)

を満たす場合，

ψR(x, y) =
∞∑
n=1

ψ
(n)
R (x) sin

n

R
y,

ψL(x, y) = ψ
(0)
L (x) +

∞∑
n=1

ϕ(n)(x) cos
n

R
y, (2.106)
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と展開される。(P0, P1) = (1, 1)の場合は右巻き (R)と左巻き (L)が入れ替わる。式 (2.106)を
見ると，ψL(x, y)にだけゼロモード ψ

(0)
L (x)が現れている。したがってカイラルフェルミオン

問題が解消されている。このとき式 (2.94)は

L̃ψ̄Aψ =− igΓM
{
ψ̄

(0)
L A

(0)
M ψ

(0)
L

+
∑

n+m+l=0
n,m ̸=0

(
ψ̄

(n)
R A

(l)
Mψ

(m)
R + ψ̄

(n)
R A

(l)
Mψ

(m)
L + ψ̄

(n)
L A

(l)
Mψ

(m)
R + ψ̄

(n)
L A

(l)
Mψ

(m)
L

)}
, (2.107)

となり，ゲージ場A
(0)
M (x)と相互作用する質量ゼロのフェルミオンは左巻きフェルミオン ψ̄

(0)
L (x)

だけとなる。つまり標準理論においてフェルミオンがカイラルであることを部分的に模する模
型となっている。

なお，(P0, P1) = (+,−)や (P0, P1) = (−,+)のときは ψR(x, y)と ψL(x, y)のどちらにもゼ
ロモードは現れない。したがって少なくともここで用いたような簡潔な模型の場合，カイラル
フェルミオン問題の解消のためには ψ(x, y)の P̂0パリティと P̂1パリティは等しくなければな
らない。

2.2.5 M4 × (S1/Z2)上の U(1)ゲージ場

M4 × (S1/Z2)上のゲージ場も同様に定義できる。Aµ(x, y)とAy(x, y)とで境界条件に違いが
生じるので，比較しやすくするために両者を縦に並べたベクトル表記を用い，

AM(x, y) =

(
Aµ(x, y)
Ay(x, y)

)
=

(
Aµ
Ay

)
(x, y), (2.108)

と書くことにする。ラグランジアン密度におけるU(1)ゲージ場の運動項は−1
4
FMNF

MN，フェ
ルミオンとの相互作用項は ψ̄ΓMDMψの中の−igψ̄ΓMAMψである。このときL(x, y) = L(x, y+
2πR) = L(x,−y)を満たすべくこのゲージ場に課せられる境界条件は，(

Aµ
Ay

)
(x,−y) =P0

(
Aµ
−Ay

)
(x, y),(

Aµ
Ay

)
(x, πR − y) =P1

(
Aµ
−Ay

)
(x, πR + y), (2.109)

と書ける。ここでP0，P1はゲージ場のパリティであり，式 (2.101)におけるフェルミオンのパリ
ティP0，P1とは必ずしも同じではない。式 (2.109)を見ると，Aµ(x, y)とAy(x, y)とで符号が逆
になっている。ψ(x, y)ではψR(x, y)とψL(x, y)とでパリティが逆になっていたが，AM(x, y)で
はAµ(x, y)とAy(x, y)とでパリティが逆になる。式 (2.109)でAy(x, y)のほうにマイナスがつく
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のは，やはり反転操作 y → −yで ∂y → −∂yとなるためである。また，それに伴いDy → −Dy

とするためである。∂y → −∂yは−1
4
FMNF

MN で，Dy → −Dyは ψ̄ΓMDMψで効いてくる。

まず−1
4
FMNF

MN についてみると，∂y → −∂yが効いてくるのは Fµy = −Fyµ においてで
あるが，上記の境界条件で計算してみると，例えば P0のほうでは，

Fµy(−y) = ∂µ{−P0Ay(y)} − (−∂y)P0Aµ(y)

= −P0{∂µAy(y)− ∂yAµ(y)}

= −P0Fµy(y), (2.110)

となる。AM(x, y)をAM(y)と略記した。確認のため Fyy = 0についても計算してみると、

Fyy(−y) = (−∂y){−P0Ay(y)} − (−∂y){−P0Ay(y)}

= P0{∂µAy(y)− ∂yAy(y)}

= P0Fyy(y), (2.111)

である。P0 = 1の場合は Fµy(−y) = −Fµy(y) となるが、Fµy(−y)F µy(−y) = Fµy(y)F
µy(y) な

ので，L(x,−y) = L(x, y)という要請は満たされている。

次に ψ̄ΓMDMψについて見ると，AM(x, y)の境界条件が式 (2.109)のようになっていれば，
そして (P0, P1) = (1, 1)ならば，y → −yでDµ → Dµ，Dy = ∂y−igAy → −∂y+igAy = −Dy と
なり，ψ̄ΓMDMψの変換は式 (2.102)で ∂MをDMで置き換えただけのものになるから，ψ(x, y)
に対して式 (2.101)のように設定した境界条件とうまくかみあって，ψ̄(x, y)ΓMDMψ(x, y) =

ψ̄(x,−y)ΓMDMψ(x,−y)となることが分かる。ただ，(P0, P1) = (1, 1)以外の場合は，そのよ
うにうまくいかない。したがって実は，S1/Z2上のU(1)ゲージ理論でフェルミオンとゲージ
場との相互作用がある場合，ゲージ場のパリティ(P0, P1)は (1, 1)しかとれない。フェルミオ
ンとの相互作用がなく，−1

4
FMNF

MN だけが関与する場合ならば，S1/Z2上の U(1)ゲージ理
論でも他の (P0, P1)をとれる。

AM(x, y)の 5つの成分それぞれもまた，P0とP1の値によって式 (2.105)のようにカルツァ・
クライン展開される。重要な点は，(P0, P1) = (+,+)のときはAµ(x, y)にだけゼロモードが現れ
るということ，(P0, P1) = (−,−)のときはAy(x, y)にだけゼロモードが現れるということ，それ
以外の場合はAµ(x, y)にもAy(x, y)にもゼロモードが現れないということである。したがって
このU(1)模型の場合，4次元有効理論においてゲージ場が生き残るためには (P0, P1) = (+,+)

でなければならない。
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なお，式 (2.107)では式 (2.94)との比較のためゲージ場をA
(0)
M の表記のまま用いたが，上述

のようにS1/Z2上でフェルミオンとU(1)ゲージ場が相互作用する理論においては，AM(x, y)に
対する (P0, P1)は (P0, P1) = (+,+)でなければならず，式 (2.107)のA

(0)
M はA

(0)
µ ̸= 0，A(0)

y = 0

である。したがってゼロモードはAµ(x, y)にだけ現れ，Ay(x, y)には現れない。したがって式
(2.107)においてA

(0)
y = 0である。

2.2.6 M4 × (S1/Z2)上の SU(N)ゲージ理論と細谷機構

M4 × (S1/Z2)上で，SU(N)基本表現のフェルミオン場 ψ(x, y)と 5次元の SU(N)ゲージ場
AM(x, y) (M = 0, 1, 2, 3, 5)が存在する SU(N)ゲージ理論を考える。ラグランジアンは

L = ψ̄ΓMDMψ − 1

2
Tr FMNF

MN , (2.112)

で与えられるものとする。2.2.4節で述べたようにψ(x, y)の質量項をおくことはできない。境
界条件は要請L(x, y) = L(x, y + 2πR) = L(x,−y)を満たすべく各場に課される条件として与
えられる。固定点の座標 y0 = 0および y1 = πRを yf (f = 0, 1)と表すと、

P̂fAM(x, yf + y) =

(
Aµ
Ay

)
(x, yf − y) = Pf

(
Aµ
−Ay

)
(x, yf + y)P−1

f ,

P̂fψ(x, yf + y) = ψ(x, yf − y) = ηfPfΓ
5ψ(x, yf + y),

Pf ∈ SU(N), P 2
f = 1, ηf = ±1, (2.113)

と書くことができる。操作 P̂f (f = 0, 1)は式 (2.96)で定義される P̂0もしくは P̂1であり，Pf
はそれらの操作のもとでの各場のふるまいを指定するひねり行列 P0もしくは P1である。Pf
が行列であること，AM に対しては右からその逆行列もかかること，また ψのほうに係数 ηf

がかかること，を除いては，これまで書いてきた境界条件と同じである。ηf がかかるのはA，
M(x, y)の P̂f パリティとψ(x, y)の P̂f パリティが必ずしも同じではないことを考慮してのこと
である。両者が同じなら ηf = +1，逆なら ηf = −1となる。U(1)ゲージ理論では Pf = ±1で
あったが，非可換ゲージ理論では Pf は行列として表され，一般には非対角要素を持つ。例え
ば SU(2)ゲージ理論の場合，

Pf =

(
cosα e−iβ sinα
eiβ sinα − cosα

)
, (2.114)

などが可能である。Û に着目した境界条件も書くならば，P̂1P̂0 = Û および P1P0 = U を用い，
式 (2.113)の要素を用いて書くと，

ÛAM(x, yf + y) =

(
Aµ
Ay

)
(x, y + 2πR) = U

(
Aµ
Ay

)
(x, y)U−1,
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Ûψ(x, y) = ψ(x, y + 2πR) = η0η1Uψ(x, y),

U = P1P0, (2.115)

となる。Û では ∂y → −∂yという反転がないので，Ayの符号が変わったりψに Γ5がつくこと
はない。2.2.3節で述べたように，P0，P1，U を用いた条件式のうち 2つが指定されれば境界
条件は決まる。

これらの境界条件のもとで，4次元有効理論での対称性がどうなるかを考える。具体例を
3つ挙げる。計算の手法としては，対称性を作る生成子 T aが，

Hsym = {T a; [U sym, T a] = [P sym
0 , T a] = [P sym

1 , T a] = 0}, (2.116)

に属するものとして決まる，という手法を用いる。ここでU sym，P sym
0 ，P sym

1 は，有効ポテン
シャル Veff(θj)を最小にするようなA

(0)
y ≡ ⟨A(0)

y ⟩が ⟨A(0)
y ⟩ → 0 とゲージ変換されたときの，（し

たがって Ŵ = U となったときの）U，P0，P1である。ウィルソンライン位相 {θj}の値は一
般にU sym，P sym

0 ，P sym
1 の中に入ってくる。式 (2.116)は 2.1.4節の式 (2.72)で紹介したものを

S1/Z2にあてはめたものである。2.1.4節ではひねり行列がUしかなかったので [U sym, T a] = 0

だけ考えればよかったが，ここではその他にP0，P1もあるので，それらとの交換関係も考慮さ
れる。ただ，これら 3つのひねり行列は 3つとも独立というわけではなく，P1P0 = Uの関係が
あるので，式 (2.116)に書いた 3つの交換関係のうち 2つを調べればHsymは決まる。なお，1つ
を調べただけでは決まらない。一般に零でない任意の行列をA，B，T とすると，[AB, T ] = 0

が成り立っても [A, T ] = [B, T ] = 0が成り立つとは限らないからである。ウィルソンライン位
相は，

Ŵ (x) = P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dy Ay(x, y)

}
U

= P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dy A(0)
y (x)

}
U, (2.117)

の固有値，もしくはそれらを {eiθj}という形で書いた時の {θj}として与えられる。前節（2.1

節）では説明の便のため式 (2.117)の二行目のような表式は示さなかったが，Ay(x, y)のカル
ツァ・クライン展開を一行目に代入するとすぐに導かれる。つまり Ay(x, y)が典型的にカル
ツァ・クライン展開される場合，Ŵ (x)は式 (2.117)の二行目のようになり，Ŵ (x)に寄与す
るのは実質的にはゼロモード A

(0)
y (x)のみである。ゼロモードがない場合は Ŵ = U となる。

SU(N)理論では，前節で示したようにゼロモードを持つかどうかはAy(x, y)の各成分ごとで
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異なるため，A(0)
y (x)はゼロモードを持たない行列成分については 0，それ以外については一

般に 0でない値をとりうる行列として表せる。なお適当なゲージ変換によってゼロモードをも
つ成分の値も 0に変換しうるが，ゼロモードを持たない成分では恒常的に 0である一方，ゼロ
モードを持つ成分ではゲージ変換によって 0になったり 0にならなかったりするというのが違
いである。
まず 1つ目の計算例として，SU(3)ゲージ理論で境界条件が P0 = P1 = Iで与えられた場

合を考える。T aは式 (2.44)で与えられるものを用いる。P̂0と P̂1それぞれに対してAM(x, y)

の各成分がもつパリティを (+,+)，(+,−)などと書き，それを行列の形に並べて書いたものを
本稿では「パリティ行列」と呼ぶことにする。たとえばAM(x, y)の (1, 2)成分AM,12(x, y)が
P̂0に対して+1，P̂1に対して−1のパリティをもつならば，その行列の (1, 2)成分に (+,−)と
書くことにする。すると P0 = P1 = Iの場合，AµおよびAyに対するパリティ行列は，

Aµ :

(+,+) (+,+) (+,+)
(+,+) (+,+) (+,+)
(+,+) (+,+) (+,+)

 , Ay :

(−,−) (−,−) (−,−)
(−,−) (−,−) (−,−)
(−,−) (−,−) (−,−)

 , (2.118)

となる。P̂0と P̂1に対するパリティが±1の場合，(AM)jkのカルツァ・クライン展開は式 (2.105)

のようになるので，Aµ(x, y)では全ての成分 Aµ,jk(x)にゼロモード A
(0)
µ,jk(x)が現れる。他方

Ay(x, y)のほうでは全ての成分についてA
(0)
y,jk(x) = 0となり，したがってA

(0)
y (x, y) = 0である。

すると式 (2.117)より Ŵ = U = P1P0 = I となる。ウィルソンライン位相は {θj} = {0, 0, 0}
(mod 2π) となり，それ以外の値は取り得ない。この場合 P0 = P1 = U = I がそのまま
P sym
0 = P sym

1 = U sym = I となり，SU(3)の 8つの生成子 T a (a = 1, . . . , 8)すべてがそれらと
交換する。つまり対称性の破れは起こらない。
次に，P0および P1が

P0 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , P1 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , (2.119)

で与えられた場合を考える。このときAµ(x, y)とAy(x, y)のパリティ行列は，

Aµ :

(+,+) (+,−) (−,+)
(+,−) (+,+) (−,−)
(−,+) (−,−) (+,+)

 , Ay :

(−,−) (−,+) (+,−)
(−,+) (−,−) (+,+)
(+,−) (+,+) (−,−)

 , (2.120)

となる。Aµ(x, y)のゼロモードは対角（T 3，T 8）成分に，Ay(x, y)のゼロモードは T 6，T 7の
2成分に現れる。そこでA

(0)
y (x)を，

A(0)
y (x) =

1

2πgR

0 0 0
0 0 v(x)
0 v(x) 0

 , (2.121)
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ととる。すると Ŵ は，

Ŵ (x) = P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dy A(0)
y (x, y)

}
U

= exp

−i

0 0 0
0 0 v(x)
0 v(x) 0

P1P0

=

1 0 0
0 cos v(x) −i sin v(x)
0 −i sin v(x) cos v(x)

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


=

1 0 0
0 − cos v(x) i sin v(x)
0 i sin v(x) − cos v(x)

 , (2.122)

となる。この Ŵ の固有値を求めてみると，{1,−eiv(x),−e−iv(x)}となる。したがってウィルソ
ンライン位相は {θj(x)} = {0, π + v(x), π − v(x)}である（Ŵ の固有値そのものでなく，それ
を {eiθj}という形で書いた時の {θj}をウィルソンライン位相と呼ぶ場合）。

有効ポテンシャル Veff(θj)の計算は複雑であるので割愛する。ここでは仮にそれが

⟨A(0)
y ⟩ = 1

2πgR

0 0 0
0 0 v
0 v 0

 , (2.123)

に対応する {θj}において最小値をとったとする。A(0)
y (x)の真空期待値という意味で ⟨A(0)

y ⟩と
書いた。vは実数である。したがって ⟨A(0)

y ⟩ = v/(2πgR)T 6と書ける。⟨Ay⟩が与えられた時，
それをゼロにするゲージ変換は一般に

Ω(x, y) = e−ig⟨Ay⟩ y, (2.124)

で与えられる。そこで，式 (2.124)の ⟨Ay⟩に式 (2.123)の ⟨A(0)
y ⟩を代入したものを使って P0，

P1，U をゲージ変換すると，P sym
0 ，P sym

1 ，U symが得られる。ここではP sym
0 とU symを計算す

ることにすると，式 (2.51)を用いて，

P sym
0 = e−ig⟨A

(0)
y ⟩(−y)P0e

ig⟨A(0)
y ⟩y

= P0, (2.125)

U sym = e−ig⟨A
(0)
y ⟩(y+2πR)Ueig⟨A

(0)
y ⟩y

= e−ig⟨A
(0)
y ⟩2πRU
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=

1 0 0
0 cos v −i sin v
0 −i sin v cos v

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


=

1 0 0
0 − cos v i sin v
0 i sin v − cos v

 , (2.126)

となる。計算においては，一般に行列AとBがBA = τABを満たすとき，BeαA = eατABと
なることを用いると便利である。τ と αは適当な複素数である。上の計算では P0T6 = −T6P0

と UT6 = T6U が利用できる。

SU(3)の 8つの T a として式 (2.44)に示されるもののうち，[U sym, T a] = [P sym
0 , T a] = 0

を満たすものをピックアップする。まず [P sym
0 , T a]を調べてみると，T 1，T 2，T 3，T 8の 4つ

が [P sym
0 , T a] = 0を満たすことが分かる。他方 [U sym, T a]を調べてみると，一般の vに対して

[U sym, T a] = 0を満たすのは T 6のみである。したがって式 (2.44)に示される T aのままでは，
一般の vに対して [U sym, T a] = [P sym

0 , T a] = 0を満たすものは存在しない。

しかし [P sym
0 , T a] = 0を満たすものは 4つあるので，この 4つの適当な線型結合，たとえ

ば aと bを適当なパラメータとして aT 1 + bT 2などとしたものの中にUと交換するものがない
かを探してみる。[P sym

0 , T 1] = [P sym
0 , T 2] = 0 なので [P sym

0 , aT 1 + bT 2] = 0であり，したがっ
てこれが [U sym, aT 1 + bT 2] = 0 をも満たすならば，aT 1 + bT 2は新しい対称性を作る生成子と
なり得る。そこで例えば，

U(aT 1 + bT 2)− (aT 1 + bT 2)U = 0, (2.127)

の解となる a，bを求める。計算すると，a ̸= 0，b ̸= 0となるのは cos v = 1, sin v = 0 のと
きのみで，それ以外では a = b = 0となることが分かる。cos v = 1, sin v = 0 すなわち v = 0

(mod 2π) のときには，特に線型結合にしなくても T 1，T 2，T 3，T 6，T 7，T 8が [U sym, T a] = 0

を満たす。つまり生成子の組み直しということをしなくても，式 (2.44)の表記のままで，T 1，
T 2，T 3，T 8が [U sym, T a] = [P sym

0 , T a] = 0を満たす。するとHsym = {T 1, T 2, T 3, T 8}となり，
4次元有効理論での対称性は SU(2)× U(1) に破れる。

同様に他の組み合わせも計算してみると，他に 2つのパターンがあることが分かる。1つ
は cos v = −1, sin v = 0すなわち v = π (mod 2π)のときで，このとき U sym = I となるか
ら全ての T aと交換する。したがってHsym = {T 1, T 2, T 3, T 8}となり，この場合も 4次元有
効理論での対称性は SU(2)× U(1)となる。もう 1つのパターンは一般の vに対して成立する
もので，a, b, c, dを適当なパラメータとして [U sym, aT 1 + bT 2 + cT 3 + dT 8] = 0を満たす解を
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求めると，(a, b, c, d) = (0, 0,
√
3d, d)が得られる。つまり√

3dT 3 + dT 8が一般の vに対して
[U sym,

√
3dT 3 + dT 8] = 0を満たす。SU(N)の生成子 T aは条件TrT aT b = δabを満たすもので

なければならないから，例えば
√
3
2
T 3+ 1

2
T 8が 4次元有効理論での対称性を作る生成子となる。

他に [U sym, aT 1 + bT 2 + cT 3 + dT 8] = 0 を満たすものはないから，Hsym = {
√
3
2
T 3 + 1

2
T 8}と

なり，対称性は U(1) に破れる。
以上を整理すると，境界条件が式 (2.119)の P0，P1で与えられたとき，4次元有効理論で

の対称性は式 (2.123)の ⟨A(0)
y ⟩の値によって決まり，v = 0, π (mod 2π)ならば SU(2) × U(1)

に，v ̸= 0, π (mod 2π)ならば U(1)に破れる。実際にどの対称性に破れるかは，有効ポテン
シャル Veff(θj)を計算しそれを最小にする ⟨A(0)

y ⟩を評価することによって判明する。
最後に第三の例として，対角型でないひねり行列を含むもの

P0 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , P1 =

−1 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , (2.128)

を考える。このときAyのゼロモードがどの成分に現れるかをまず見なければならないが，今
回の場合，単純なパリティ行列を書くことができないので，それを調べるのは少し複雑にな
る。Ay(x, y)をAy(x, y) =

∑8
a=1A

a
y(x, y)T

aで表し，P1のもとでAy(x, y)が満たすべき式を具
体的に書くと，A3

y + A8
y A1

y − iA2
y A4

y − iA5
y

A1
y + iA2

y −A3
y + A8

y A6
y − iA7

y

A4
y + iA5

y A6
y + iA7

y −2A8
y

 (x, πR − y)

=

−1 0 0
0 0 −i
0 i 0

−

A3
y + A8

y A1
y − iA2

y A4
y − iA5

y

A1
y + iA2

y −A3
y + A8

y A6
y − iA7

y

A4
y + iA5

y A6
y + iA7

y −2A8
y


−1 0 0

0 0 −i
0 i 0

−1

(x, πR + y)

=

 −A3
y − A8

y A5
y − i(−A4

y) −A2
y − iA1

y

A5
y + i(−A4

y) 2A8
y A6

y − i(−A7
y)

−A2
y + iA1

y A6
y + i(−A7

y) A3
y − A8

y

 (x, πR + y), (2.129)

のようになる。なお T aにおける 1
2
や 1√

3
などの係数は適当にAayの再定義によってAayの中に

含ませた。P0に対するパリティは前述の第二の例と同じだから，パリティ行列を書くとした
ら (1, 1)成分については (−,−)と書けるが，他の行列成分についてはそのように書けない。し
かし T 6に対応する成分A6

y(x, y)を見ると，

A6
y(x, πR − y) = A6

y(x, πR + y), (2.130)

となっており，P0に対する変換の式と合わせると

A6
y(x,−y) = A6

y(x, y),
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A6
y(x, πR − y) = A6

y(x, πR + y), (2.131)

となる。したがって A6
y(x, y)は式 (2.105)における (+,+)のケースと同様に展開され，ゼロ

モードを持つことが分かる。他に式 (2.105)と同様に展開できるものとしてはA7
y(x, y)がある

が，こちらは (+,−)のケースに該当するためゼロモードを持たない。他の成分については，一
般には単純にカルツァ・クライン展開することができない。例えばA1

y(x, y)について見ると，
式 (2.129)より

A1
y(x, πR − y) = A5

y(x, πR + y), (2.132)

となる。P0のほうから得られる式と合わせると，A1
y(x, y)に対する境界条件は，

A1
y(x,−y) = A1

y(x, y),

A1
y(x, πR − y) = A5

y(x, πR + y), (2.133)

となる。他方，A5
y(x, y)についても同様にみると，

A5
y(x,−y) = −A5

y(x, y),

A5
y(x, πR − y) = A1

y(x, πR + y), (2.134)

である。一般にひねり行列に非対角型のものが含まれるとAaM(x, y)の境界条件はこのように
複数の成分がからみあったものになり，モード展開を求めるのは複雑になる。N ×N の行列
成分がすべて零でない場合だとN2 − 1個のAayすべてがからみ合ってくる。しかし今回の場
合はうまく展開式を求めることができて，上記のA1

y(x, y)とA5
y(x, y)の場合，一般には

A1
y(x, y) =

∞∑
n=1

{
A1(n)−
y (x) cos

n− 1
4

R
y + A1(n)+

y (x) cos
n+ 1

4

R
y

+Ã1(n)−
y (x) cos

n− 3
4

R
y + Ã1(n)+

y (x) cos
n+ 3

4

R
y

}
,

A5
y(x, y) =

∞∑
n=1

{
−A1(n)−

y (x) cos
n− 1

4

R
y + A1(n)+

y (x) cos
n+ 1

4

R
y

+Ã1(n)−
y (x) cos

n− 3
4

R
y − Ã1(n)+

y (x) cos
n+ 3

4

R
y

}
, (2.135)

と書くことができる。ここでA
1(n)−
y (x)，A1(n)+

y (x)，Ã1(n)−
y (x)，Ã1(n)+

y (x)はそれぞれ異なる 4

次元場である。導出は付録 Bに示す。いずれの場合でも，コサインやサインの三角関数の部
分が yによらない定数になるような nの項，すなわちゼロモードは存在しない。他のAay(x, y)
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の成分についても同様である。したがってゼロモードをもつのは T 6に対応する成分A6
y(x, y)

だけである。するとここでも，式 (2.123)と同様に A
(0)
y (x)の真空期待値（有効ポテンシャル

Veff(θj)を最小にするA
(0)
y (x)の値）を

⟨A(0)
y ⟩ = 1

2πgR

0 0 0
0 0 u
0 u 0

 , (2.136)

とおき，これをゼロにするようなゲージ変換によってP sym
0 ，P sym

1 ，U symを求めることができ
る。なお ⟨A(0)

y ⟩の中のゼロでない成分について，先述の第二の例では vと書いたが，ここでは
それと一応区別して uと書いた。今回も P sym

0 とU symを用いることにすると，まず P sym
0 は先

述の第二の例とまったく同じ計算になるので P sym
0 = P0になる。U symは式 (2.126)での U を

ここでの U（式 (2.128)の P0と P1から P0P1 = U で求められる U）で置き換えて，

U sym = e−ig⟨A
(0)
y ⟩(y+2πR)Ueig⟨A

(0)
y ⟩y

= e−ig⟨A
(0)
y ⟩2πRU

=

1 0 0
0 cos u −i sin u
0 −i sin u cos u

1 0 0
0 0 i
0 −i 0


=

1 0 0
0 sin u −i cos u
0 −i cos u sin u

 , (2.137)

となる。すると，P sym
0 は第二の例と同じであり，また U symも式 (2.126)の U symと比べると

cos v → − sin uと置き換わるだけであるから，結論は第二の例と同様のものになる。つまり 4

次元有効理論における対称性は sin u = ±1すなわち u = ±π
2
(mod 2π)のときは SU(2)×U(1)

に，u ̸= ±π
2
(mod 2π)のときは U(1)に破れる。

以上の 3つの例で示した手順を整理すると，次のようになる。細谷機構によって有効理論の
対称性がどのようなものになるかを計算する際には，まず（1）Ay(x, y)のゼロモードA

(0)
y (x, y)

がどの成分に現れるかを調べる。そして本稿では省略したが（2）そのA
(0)
y (x, y)に対応したウィ

ルソンライン位相 θjを用いて有効ポテンシャルVeff(θj)を計算し，それを最小にするA
(0)
y (x, y)，

すなわちA
(0)
y (x, y)の真空期待値 ⟨A(0)

y ⟩を求める。そして最後に，（3）その ⟨A(0)
y ⟩を ⟨A(0)

y ⟩ → 0と
変換するゲージ変換を用いてP0，P1，Uを変換し，それらをP sym

0 ，P sym
1 ，U symとして，高次元

理論での対称性を作っていた生成子の集合{T a}のうち [P sym
0 , T a] = [P sym

1 , T a] = [U sym, T a] = 0

を満たす T aを探す。それらの T aの集合 {T a}によって作られる対称性が，有効理論での対称
性となる。
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2.2.7 2次元オービフォルド T 2/ZN について

最後に，本論文の主題であり第 3章の主題である 2次元オービフォルド T 2/ZN について，本
章での内容の延長上で述べられる基礎的な事柄を簡単に述べる。より一般的な内容は第 3章の
3.3節で述べる。

余剰空間次元を 2次元とする 6次元時空を考え，その座標を xM (M = 0, 1, 2, 3, 5, 6)とす
る。x5と x6を余剰空間次元の座標とすると，ゲージ場もしくはベクトル場AM の余剰次元方
向成分はA5およびA6となる。x5と x6について，

x5 ∼ x5 + 2πR1,

x6 ∼ x6 + 2πR2, (2.138)

を同時に課すと，この 2次元余剰空間はトーラス T 2を成すと言われる（なお S1のほうは円
とか円周と呼ばれる）。R1とR2は適当なパラメータである。T 2は例えばドーナツの表面とし
て思い浮かべることができる。そして残りの 4次元が通常のミンコフスキー時空であるとすれ
ば，この 6次元時空はM4 × T 2であると言われる。S1をつくるとき，y → y + 2πRの操作を
Û と書いたが，T 2をつくる 2つの条件はそれぞれ，T̂1および T̂2などと書かれる。ここの T

はTranslation（並進）の T である。たとえば

T̂1 : (xµ, x5, x6) → (xµ, x5 + 2πR1, x
6),

T̂2 : (xµ, x5, x6) → (xµ, x5, x6 + 2πR2), (2.139)

とおくことができる。そしてそれらに対応したひねり行列，つまりそれらの操作のもとでの同
一視条件を課したときに（高次元）場の境界条件を与えるものとして指定される行列は，T1，
T2と書かれたりする。本論文でもその表記を用いる。

ここでさらに，その 2次元余剰空間上の位置ベクトルQ = (x5, x6) を回転させる操作に対
しての同一視条件をも課すと，(x5, x6) = (0, 0) をはじめとしていくつかの点が固定点となり，
この 2次元余剰空間は 2次元オービフォルド T 2/ZN になる。それを考えるにあたって，x5と
x6を複素数の形に組みなおし，2次元余剰空間を複素平面で表現すると便利である。つまり，

z ≡ x5 + ix6,

z̄ ≡ x5 − ix6, (2.140)

とし，時空の座標を xM = (xµ, z, z̄)で表す。そしてこれに対応したAM(xµ, z, z̄)の余剰次元方
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向成分は，

Az ≡
A5 + iA6

2
,

Az̄ ≡
A5 − iA6

2
, (2.141)

とする。この表記を用いると，巡回群 ZN を作る操作は複素平面上の回転操作

R̂0 : z → e2πi/Nz, (2.142)

で与えられる。N はN ≥ 2の自然数とする。本稿ではしばしばこれを ZN 回転とか ZN 操作
などと呼ぶことにする。Z2回転ならば R̂0 : z → −zであり，位置ベクトルQ = (xµ, z, z̄)を
180度回転（反転）させる操作である。その操作を 2回繰り返すと元の点に戻るというもので
あり，巡回群 Z2を成す。Z3回転ならば R̂0 : z → ei2π/3zであり，位置ベクトルQ = (xµ, z, z̄)

を 2
3
πすなわち 120度回転させる操作である。その操作を 3回繰り返すと元の点に戻るという

ものであり，巡回群 Z3を成す。

ただし T 2/ZN におけるN はどんな値でもとれるわけではなく，N = 2, 3, 4, 6に制限され
る。さらにN=3, 4, 6については，並進 T̂2の方向が制限される。次にそれを説明する。

簡単のため，一般性を失わずに並進 T̂1と T̂2の距離（今まで 2πRkのように書いていたも
の）をすべて 1に規格化する。また並進 T̂2の方向について，トーラス T 2を作るという目的の
ためにはそれは必ずしも並進 T̂1と直交する方向でなくてもよいことに着目する。複素平面を
用いる上の表記で言えば，虚数軸 iの方向の並進すなわち z → z + iでなくても，Im τ ̸= 0 で
あるような複素数 τ を用いた z → z+ τ であってもよいということである。ドーナツのイメー
ジで言えば，それはドーナツの「身」の部分を垂直に輪切りにした円形の断面をずらりと並び
つなげて作ったものと見ることも出来れば，「身」の部分を斜めに輪切りにして，その楕円形
の断面をずらりと並びつなげて作ったものと見ることもできる，ということに相当する。なお
Im τ ̸= 0の条件が必要なのはそれがないと T̂1と平行もしくは反平行になってしまってトーラ
スを作ることができないからであり，また並進の距離を 1としたので |τ | = 1である。このと
き T̂1と T̂2のもとでの同一視を課すことは，

z ∼ z + 1, z ∼ z + τ, (2.143)

と書ける。

ここにさらに z ∼ e2πi/Nzを課す場合（つまり z ∼ z + 1 ∼ z + τ ∼ e2πi/Nzの場合），N
はN = 2, 3, 4, 6に制限されること，さらにN = 2の場合を除いて並進 T̂2の方向すなわち τ に
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は一定の制限がかかること，が帰結する。まず，z ∼ e2πi/Nz という条件が課されたとき，点
z = 0は自明な固定点となることに着目する。固定点とは，2.2.1節冒頭で述べたように，自分
自身と同一視される点である。すると z ∼ z + 1 ∼ z + τ より点 z = 1と点 z = τ もまた固定
点でなければならない。一般に z ∼ z + 1 ∼ z + τ ∼ e2πi/Nzのもとでの固定点の座標を zf と
表すと，

zf =
(
e2πli/N

)
zf + n+mτ, (n,m, l ∈ Z), (2.144)

が成り立つ。なお lは任意の整数であるが，n,mは整数のうち式 (2.144)を満たすものがひとつ
でもあればよいというものである。つまり任意の整数 lに対し，式 (2.144)を満たす整数m,n

がひとつでも存在すること，が zf の満たすべき条件である。（ただし e2πli/N が取りうる値の
数は実質的に l = 0, 1, . . . , N − 1に対応するN 個のみである）。したがって点 z = 1が固定点
であるためには，

1 =
(
e2πli/N

)
+ n+mτ, (n,m, l ∈ Z), (2.145)

が満たされなければならない。つまり任意の整数 lに対し式 (2.145)を満たす整数m,nが存在
しなければならない。τ = eiϕ とおくと，式 (2.145)からは，

cos
2πl

N
= −n+ 1 +m cosϕ,

sin
2πl

N
= −m sinϕ, (n,m, l ∈ Z), (2.146)

が得られる。後の便のため−m→ m，−n+ 1 → n− 1と再定義して書き直すと，

cos
2πl

N
= n− 1 +m cosϕ,

sin
2πl

N
= m sinϕ, (n,m, l ∈ Z), (2.147)

である。これらのうち 2番目の式に着目する。先述した通りトーラスを作るためには Imτ ̸= 0

でなければならないから sinϕ ̸= 0である。ϕはそれとともに式 (2.147)を満たすものとして制
限を受ける。N は式 (2.142)のところで述べたようにN ≥ 2の自然数である。ただしN = 2

のときは特殊で，式 (2.147)はm sinϕ = 0となり，これを満たすのはm = 0 のみである。こ
のとき sinϕ はどんな値をとってもよいから，N = 2のとき，すなわち T 2/Z2のときは τ に制
限はない。他方，N ≥ 3のときは制限を受ける。sinϕは任意の整数 lに対して式 (2.147)を満
たさなければならないから，今 l = 1とおくことにする。そのうえでmとしてある値を指定
すると sinϕの候補を（すなわち τ の候補を）ひとつ定めたことになる。そのときのmの値を
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mcとする。N = 2以外ではm = 0となることはないから，N ≥ 3の場合m ̸= 0であり，式
(2.147)の両辺はmで割ることができる。したがって上述した sinϕの候補は

sinϕ =
1

mc

sin
2π

N
, (2.148)

と書ける。ここでmcは 0でない整数であり、N は 3以上の自然数である。これは，sinϕがこ
のように与えられたとき，式 (2.147)を l = 1の場合に満たす整数mとしてはm = mcが存在
する，ということを意味する。この sinϕは他の任意の lに対しても式 (2.147)を満たすような
整数mを持つことができるだろうか。式 (2.148)を式 (2.147)に代入すると，

sin
2πl

N
= m

(
1

mc

sin
2π

N

)
, (2.149)

となる。この式は任意の lについて満たされなければならないから，l = 2の場合を調べるこ
とにする。すると三角関数の倍角公式を用いて，

cos
2π

N
=

m

2mc

, (2.150)

となる。−1 ≤ cos 2π
N

≤ 1であるから−2mc ≤ m ≤ 2mcである。これを満たすN ≥ 3の自然
数N を求めると，N = 3, 4, 6のみであることが分かる。例えばmc = 1のとき−2 ≤ m ≤ 2で
あるが，m = −2ならばN = 2，m = −1ならばN = 3，m = 0ならばN = 4，m = 1なら
ばN = 6 ，m = 2ならばN = 1,∞が式 (2.150)の解となる。したがってmc = 1のときに式
(2.149)を満たすN ≥ 3の自然数としては，いまN に無限大を含めないとすると，N = 3, 4, 6

のみが可能である。他のmcについても同様に調べてみると，やはり同様の結論に至ることが
分かる。つまり式 (2.149)を満たすN ≥ 3の自然数としてはN = 3, 4, 6のみが可能である。実
際，式 (2.150)は cos 2π

N
が有理数になることを示しているが，cos 2π

N
を有理数にする自然数N

としてはN = 1, 2, 3, 4, 6だけが可能である。証明は複雑であるので割愛する（例えば fal math

氏のサイト中の記事 http://falmath.starfree.jp/blogs/sankakuhiyuurisu.htmlにおける「定理
１」の証明を参照）。また，N = 3, 4, 6として他の l = 1, 2, . . . , N − 1について調べてみても，
やはり式 (2.149)を満たす整数mが存在することが分かる。

以上を整理すると，T 2/ZN の自然数N としては，N = 2, 3, 4, 6のみが可能である。それ
は点 z = 1および z = τ が T 2上のZN 回転 R̂0に対して自明な固定点となるために必要とされ
る制限である。またN = 3, 4, 6に対しては並進 T̂ 2の方向 τ = eiϕも制限される。最もシンプ
ルなのは τ = e2πi/N ととることである。N = 2のときは Imτ ̸= 0以外に制限はない。

最後に，ウィルソンライン位相を与える積分 Ŵ は，余剰空間次元が 1次元の場合はその方
向の並進 Û に対応したひねり行列 U を用いて式 (2.68)のように定義されたが，2次元の場合
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は T̂1と T̂2の 2つの並進があるので，それぞれを考慮して 2つ定義される。それらを Ŵ1およ
び Ŵ2とすると，

Ŵ1(x) = W1(x)T1,

Ŵ2(x) = W2(x)T2, (2.151)

W1(x) = P exp

{
−ig

∫
C1

(Azdz + Az̄dz̄)

}
,

W2(x) = P exp

{
−ig

∫
C2

(Azdz + Az̄dz̄)

}
, (2.152)

で定義される [34, 37]。Az(x, z, z̄)，Az̄(x, z, z̄)をAz，Az̄と略記した。C1，C2は可縮でない周
回経路（non-contractible roop；一点へと縮小することができないループ）についてとる。そ
の中でもC1は zが 0から 1まで連続的にたどるような経路（例えばドーナツの穴の外周を一
周する経路）をとり，C2は z̄が 0から τ まで連続的にたどるような経路（例えばドーナツの
「身」の断面の外周を一周する経路）をとる。
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3 ２次元オービフォルドにおける境界条件の表現行列（ひねり
行列）の対角化

3.1 概要

本章では，信州大学の川村嘉春氏，九州大学の小島健太郎氏，愛知医科大学の山下敏史氏との
共同研究 [39]で，T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)オービフォルド上にコンパクト化された SU(n) ない
しU(n)ゲージ理論におけるひねり行列の対角化可能性について調べた研究を紹介する。具体
的には，そのひねり行列の組の同値類の中に必ず対角型のものが存在するかについて調べた。
つまり，各オービフォルドのひねり行列として満たすべき制約条件や，ユニタリ変換，ゲージ
変換を用いることで，どんなひねり行列のセットを与えられた場合でもそこに含まれる行列の
すべてを同時対角化できるか，を調べた。結果，T 2/Z2と T 2/Z3においては各同値類の中に
少なくともひとつの対角型の行列セットが存在することが示された。しかし T 2/Z4と T 2/Z6

については，部分行列を対角型に並べたブロック対角型の形にはなるが，その部分行列の中に
は必ずしも対角型でないものが一般には含まれうることが示された。ひとつの体系的な述べ
方は次のようなものである。まず，T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)はいずれもブロック対角型の形に
なる事が示される。そしてそれらを構成する対角ブロックの部分行列は，T 2/Z2では 2× 2と
1 × 1の２種類，T 2/Z3では 3 × 3と 1 × 1の２種類，T 2/Z4では 4 × 4と 2 × 2と 1 × 1の３
種類，T 2/Z6では 6 × 6と 3 × 3と 2 × 2と 1 × 1の４種類であることが示される。つまりN

の約数を次数とした部分行列を対角に並べたブロック対角型行列になることが示される。そし
ていずれにおいても，N ×N の部分行列は対角型になることが示される。そのため T 2/Z2と
T 2/Z3は全体として対角型になる。しかし T 2/Z4では 2× 2，T 2/Z6では 3× 3および 2× 2の
行列に非対角型のものが現れうる。そのため T 2/Z4と T 2/Z6におけるひねり行列は全体とし
ては必ずしも対角化されない，ということになる。

第 3章の構成は以下のとおりである。この節に続く 3.2節では，T 2/ZN のひねり行列を分
析するのに便利な表式を用いて，S1/Z2のひねり行列において各同値類の中に少なくともひ
とつ，すべての行列が対角型であるようなものが存在することの証明 [32]を再現する。3.3節
では T 2/ZN の基本的な事項について説明する。3.4節から 3.7節までの４つの節では，T 2/Z2，
T 2/Z3，T 2/Z4，T 2/Z6のそれぞれについて，ひねり行列として満たすべき制約条件とユニタ
リ変換とを用いることによって，ひねり行列が特殊な形の部分行列からなるブロック対角型の
行列へと変換されることを示す。ただしその計算の詳細は複雑・大部であるので付録CからF

にまわし，議論の本流だけを示す。3.8節では，T 2/ZN のブロック対角型ひねり行列がゲージ
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変換によってすべて同時に対角化されうるか否かを調べる。3.9節でそれらの結果がもつ物理
的意味の考察や具体例を示し，4節でまとめと今後の展望を述べる。

3.2 S1/Z2

２次元オービフォルドについて調べる前に，まずはS1/Z2について，先行研究 [32]とは少し違う
手法で調べる。４次元ミンコフスキー時空の座標をxµ (µ = 0, 1, 2, 3)で，オービフォルドS1/Z2

上の座標を yで表すことにする。オービフォルド S1/Z2は yに対して同一視条件 y ∼ y+2πR

と y ∼ −yを課すことによって得られる。ここでRは S1の半径である。この後の議論では余
剰次元のサイズは無関係なので，簡単のため以後 2πR = 1とおく。同一視と関連づけて，操作
T : y → y + 1とP0 : y → −yを定義する。これらに加えて，y = πR = 1/2のまわりの反転と
いう操作P1 = T P0を定義することができる。Iを恒等操作とすれば，P2

0 = P2
1 = Iである。

M4 × S1/Z2上のゲージ理論を考え，そのバルクにおけるゲージ群GはG = SU(n)もし
くはG = U(n)であるとする。また簡単のため，その理論におけるラグランジアンは大局的に
G′ = U(n)のもとでの変換に対し不変であるとする。一般に，並進操作 T や反転操作P0およ
びP1にはG′の表現空間における場の非自明な変換が伴うが，それらは境界条件によって記述
される。本稿では，G′の基本表現空間において T や P0に対応する操作はそれぞれ定数ユニ
タリ行列 T とP0によって与えられるものと定義する。そしてP1の行列表現はP1 ≡ TP0と書
くことにする。それらはひねり行列と呼ばれ，基本表現に属する場からなる理論においては次
の制約条件を満たす4 ：

(P0)
2 = (TP0)

2 = I. (3.1)

ここで I は単位行列である。以下では，G′の基本表現におけるひねり行列だけを調べること
にする。そこで調べておけば，その他の表現行列に対しても，基本表現（と反基本表現）のテ
ンソル積によって系統的に一般化することが可能である。

G′の表現空間における基底の変更によって，ひねり行列の形を単純化することができる。
それはWW † = Iを満たす行列W によるユニタリ変換 P0 → WP0W

†および T → WTW †に
4より正確に言えば，ある理論に含まれている任意の場についての表現空間の上で，(P0)

2 や (TP0)
2 という

作用（action）はそれらの場を変化させない，ということが無矛盾性（consitency）の要請から導かれる，とい
うことになる。したがって例えば，もしもある理論が随伴表現しか持たなかったとしたら，(P0)

2 と (TP0)
2 は

SU(n)群の中心にある部分群 Znの非自明な元に選ぶことができる。同様の議論は２つ以上のコンパクト化され
た余剰次元をもつ理論ではしばしば成り立ち，ホロノミーに関係した非自明な自由度―トフーフト・フラックス
（’t Hooft flux）と呼ばれる―が存在することが示されている [45, 46]。しかし本研究ではこの問題には立ち入ら
ない。
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よってなされる。P0はユニタリ行列であるから，式 (3.1)は P0 = P−1
0 = P †

0 であることを意
味している。したがって基底を適切に選ぶことによって（別の言い方をすれば，適当なユニタ
リ変換によって）P0は対角化され，

P0 =

(
−In1 0
0 In2

)
=

(
(P0)(11) (P0)(12)
(P0)(21) (P0)(22)

)
, T =

(
T(11) T(12)
T(21) T(22)

)
, (3.2)

となる。ここで Ink
(k = 1, 2) は nk × nk単位行列であり，また (P0)(kl)や T(kl)は nk × nlの

部分行列である。nk は非負の整数であり n1 + n2 = rank(P0) = nを満たす。式 (3.2)から，
(P0)(kl) = (−1)kδklInk

と書くことが出来る。以下，T(kl) = M
[k−l]
k l と書くことにする。ここで

k − l = qは (P0TP
−1
0 )(k l) = (−1)(k−l)T(kl)によって定義されるZ2チャージである。lを k − q，

T(kl)をM
[k−l]
k l で置き換えて書けば (P0TP

−1
0 )(k k−q) = (−1)qM

[q]
k k−qである。またM

[k−l]
k l におい

て kと lは 2を法とする整数であるとする。したがって k′ = k (mod 2)および l′ = l (mod 2)の
とき，M [k−l]

k l =M
[k′−l′]
k l =M

[k−l]
k′ l′ である。例えば下記の式 (3.3)の場合，そこで k = 1，q = 1と

おくとM
[1]†
1 0 = (−1)−1M

[−1]
0 1 となるが，ここで述べたM

[k−l]
k l の定義（記法）よりM

[1]
1 0 =M

[−1]
1 2

等となるから，その式はM
[−1]†
1 2 = (−1)1M

[1]
2 1と等価である。つまりM

[1]†
1 0 = (−1)−1M

[−1]
0 1 は実

質的にはM
[−1]†
1 2 とM

[1]
2 1 の間の関係を述べた式となる。以下，このM

[k−l]
k l を使って各部分行列

間の関係式を書き，計算を進めていく。この記法はZ2オービフォルドでの記述においてはや
や冗長であるが，後でZN (N = 3, 4, 6)について議論するときに便利な記法である。また各数
式の文字量が多くなって一見煩雑になるのだが，本稿の計算のように多数の部分行列間に複雑
な関係式が成立するという場合には，各計算を整理したり見直したり，次のステップの見通し
を立てたりする上で便利であることが分かったものである。なおZN のときには kと lはNを
法とする整数であるとする。

P0 を対角型に保ったまま，ユニタリ変換によって T をさらに単純化することができる。
TP0はユニタリ行列であるから，式 (3.1)は (TP0)

† = TP0であることを意味している。そこ
で，(T †)(kl) =M

[l−k]†
l k であることを用いて，

M
[q]†
k k−q = (−1)−qM

[−q]
k−q k (3.3)

を得る。TT † = Iという条件からは，

δq0Ink
= (TT †)(kk−q) =

∑
q′

M
[−q′]
k k+q′M

[−q−q′]†
k−q k+q′ =

∑
q′

(−1)q
′+qM

[−q′]
k k+q′M

[q′+q]
k+q′ k−q (3.4)

が得られる。ここで q′についての和は任意の連続する整数についてとる。例えば q′ = 0, 1と
か q′ = 1, 2などである。この式からはM

[0]
k kM

[1]
k k−1 =M

[1]
k k−1M

[0]
k−1 k−1が導かれ，それはより一
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般的な形として

M
[0]
k kM

[q]
k k−q =M

[q]
k k−qM

[0]
k−q k−q (3.5)

と書ける。

式 (3.3)からM
[0]†
k k =M

[0]
k kであることが分かる。したがってM

[0]
k kはユニタリ変換によって

対角化可能である。つまりM
[0]
k kの (i, j)成分が (M

[0]
k k)ij = aikδij (a

i
k ∈ R)で与えられるように

基底を変換することが出来る。この基底において式 (3.5)は，

(aik − ajk−q)(M
[q]
k k−q)ij = 0 (3.6)

と書き換えることができ，aik ̸= ajk−qならば (M
[q]
k k−q)ij = 0であるという関係が成り立つ。す

ると，このユニタリ変換の後は行と列の適当な並び替えによってP0と T を簡潔な形に書き換
えることができ，

P0 =


P

(0)
0 0

P
(1)
0

. . .

0 P
(M)
0

 , T =


T (0) 0

T (1)

. . .

0 T (M)

 , (3.7)

となる。ここで P
(λ)
0 と T (λ) (λ = 0, 1, . . . ,M)はそれぞれ，

P
(λ)
0 =

(
(P

(λ)
0 )(11) (P

(λ)
0 )(12)

(P
(λ)
0 )(21) (P

(λ)
0 )(22)

)
=

(
−I

n
(λ)
1

0

0 I
n
(λ)
2

)
, (3.8)

T (λ) =

(
M

(λ)[0]
1 1 M

(λ)[−1]
1 2

M
(λ)[1]
2 1 M

(λ)[0]
2 2

)
=

(
a(λ)I

n
(λ)
1

M
(λ)[−1]
1 2

M
(λ)[1]
2 1 a(λ)I

n
(λ)
2

)
(3.9)

であり，n(λ)
1 とn

(λ)
2 は非負の整数，a(λ)は λ ̸= λ′に対して a(λ) ̸= a(λ

′)を満たす実数のパラメー
タである。そして (3.3)を導いたのと同様の議論によりM

(λ)[q]†
k k−q = (−1)−qM

(λ)[−q]
k−q k が成り立つ。

なお，本稿を通して，n(λ)
1 のようにアルファベット nに適当な添字をつけたものを行列のサイ

ズを表すパラメーターとして頻繁に用いるが，それらはすべて非負の整数である。

T はユニタリ行列なので T (λ)についても T (λ)T (λ)† = I
n
(λ)
1 +n

(λ)
2
が成り立ち，∑

q′

M
(λ)[−q′]
k k+q′ M

(λ)[−q−q′]†
k−q k+q′ = δq0In(λ)

k
(3.10)

が導かれる。具体的に和を書き下して整理すると，

(1− a(λ)2)I
n
(λ)
k

=M
(λ)[−1]
k k+1 M

(λ)[−1]†
k k+1 (3.11)
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となる。右辺は非負なので，a(λ)2 ≤ 1が導かれる。a(λ)2 = 1のときはM
(λ)[−1]
k k+1 = 0であるから，

その場合 T (λ)はすでに対角型である。そこでそのような T (λ)たちはさらなる行列の並び替え
によってひとまとめにして，それをあらためてT (0)とおくことにする。それによって a(0)2 = 1，
a(m)2 < 1(m = 1, . . . ,M)であるような基底に移行し，P (0)と T (0)は±1を要素とした対角行
列とする。

次に T (m) (m = 1, . . . ,M)の対角化を行う。まず線形代数の定理のひとつ，「２つの行列の
積の階数はそれら２つの行列それぞれの階数のいずれよりも大きくなることはない」という定
理を利用すると，M (λ)[−1]

k k+1 の形を制限することができる。この定理により，

n
(m)
k = rank(M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 ) ≤ rank(M

(m)[−1]
k k+1 ) ≤ n

(m)
k+1 (3.12)

が成り立つ。ここでkとk+1を入れ替えると，n(m)
k+1 = rank(M

(m)[1]
k+1 k M

(m)[1]†
k+1 k ) ≤ rank(M

(m)[1]
k+1 k ) ≤

n
(m)
k である。したがってn

(m)
1 = n

(m)
2 である。そこでn

(m)
1 = n

(m)
2 ≡ r(m)とおくと，M (m)[−1]

k k+1 は
r(m) × r(m)の正方行列であることが分かる。すると式 (3.11)より，M (m)[−1]

k k+1 は U
(m)
k k+1U

(m)†
k k+1 =

Ir(m) を満たすユニタリ行列 U
(m)
k k+1を用いて，

M
(m)[−1]
k k+1 =

√
1− a(m)2U

(m)
k k+1 (3.13)

と書くことが出来る。同様にM
(m)[1]
k+1 k = −M (m)[−1]†

k k+1 = −
√
1− a(m)2U

(m)†
k k+1である。

このことから，P (m)
0 と T (m)は

P
(m)
0 =

(
−Ir(m) 0

0 Ir(m)

)
, T (m) =

(
cos θ(m)Ir(m) sin θ(m)U

(m)
1 2

− sin θ(m)U
(m)†
1 2 cos θ(m)Ir(m)

)
(3.14)

と書くことができる。ここで

cos θ(m) = a(m), sin θ(m) =
√

1− a(m)2 (3.15)

とした。角度 θ(m)は 0 < θ(m) < πの範囲にとるものとする。なお a(m) ̸= a(m
′)であるため，

m ̸= m′のとき θ(m) ̸= θ(m
′)である。P (m)

0 と T (m)がこのように書けることから，ユニタリ行列

V (m) =

(
iU

(m)†
1 2 0
0 Ir(m)

)
(3.16)

を用いたユニタリ変換により

P
(m)
0 → V (m)P

(m)
0 V (m)† = P

(m)
0 =

(
−Ir(m) 0

0 Ir(m)

)
= p0 ⊗ Ir(m) ,
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T (m) → V (m)T (m)V (m)† =

(
cos θ(m)Ir(m) i sin θ(m)Ir(m)

i sin θ(m)Ir(m) cos θ(m)Ir(m)

)
= t

(m)
1 ⊗ Ir(m) (3.17)

と変換されることが分かる。ここで p0と t
(m)
1 はパウリ行列 σiを用いて，

p0 = −σ3, t
(m)
1 = i sin θ(m)σ1 + cos θ(m)I2 = eiθ

(m)σ1 (3.18)

と定義される行列である。t(m)
1 のほうは 2× 2巡回行列の形をしている。

この形になると，あとは余剰次元 yに依存したゲージ変換によって両者を同時対角化でき
る。すなわち，

Ω(m)(y) = exp
[
i
(
−θ(m) + l(m)π

)
yσ1
]
, l(m) ∈ Z (3.19)

を用いたゲージ変換により，

p0 → p′0 = Ω(m)(−y)p0Ω(m)†(y) = p0, (3.20)

t
(m)
1 → t

(m)
1

′ = Ω(m)(y + 1)t
(m)
1 Ω(m)†(y) = (−1)l

(m)

I2, (3.21)

となるから，

P
(m)
0 = −σ3 ⊗ Ir(m) , T (m) = (−1)l

(m)

I2 ⊗ Ir(m) , for m = 1, . . . ,M, (3.22)

のように変換できる。すでに対角型であったP
(0)
0 と T (0)と並んで，T (m)もまた，P (m)

0 を対角
に保ったまま対角化される。すなわち P と T が全体として同時対角化される。なお任意の整
数 l(m)に依存して T の要素は変わるから，P と T という２つのひねり行列が共に対角行列で
あるような組は，１つの同値類の中に一般には複数ありうるということになる。

3.3 ２次元オービフォルドの基本的性質

以下の各節では，M4 × T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)上のゲージ理論について述べる。その準備とし
て本節では，余剰次元が２次元（2D）オービフォルドであるときの基本的性質について整理
する。その中でも，ここでの主な関心は T 2/ZN 上の並進や回転の操作が満たすべき関係であ
る。なぜならそれらが，各ひねり行列の形を制限することになり，その対角化可能性の問題に
大きく関わるからである。

2Dトーラス T 2へのコンパクト化は，2Dユークリッド空間 R2（しばしば普遍被覆空間
（universal covering space）と呼ばれる）を 2D格子Λで区切り，それら全てを同一のものと
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見なす（mod out）ことによって得られ，T 2 = R2/Λとも書かれる。2D格子Λはしばしば
Λ = {n1λ1 + n2λ2 | n1, n2 ∈ Z}と書かれる。λi (i = 1, 2)は基底ベクトルである。T 2上の座
標ベクトル yと y′は，y′ − y ∈ Λが満たされる場合には同一視される。言い換えれば，T 2上
の yは次のような同一視関係を満たす。

y ∼ y + n1λ1 + n2λ2. (3.23)

T 2および 2Dオービフォルドを扱うにあたっては複素座標系を用いるのが便利である。T 2

上のデカルト座標 y1と y2から，z = y1+ iy2という複素座標を作るとする。このとき式 (3.23)

の同一視関係は，

z ∼ z + n1 + n2τ, (3.24)

のように表される。簡単のためにλ1の (y1, y2)成分を (y1, y2) = (1, 0) とした。そうしても以
下の議論の一般性が失われることはない。T 2の幾何学的性質は複素パラメータ τ の値によっ
て決まる。なお T 2であるために Imτ ̸= 0でなければならない。T 2の基本領域という概念が
あり，{p+ qτ | p, q ∈ [0, 1)}という集合として与えられる。これは式 (3.24)の同一視によって
被覆空間上に独立した領域として定義されるものであるとも言える。

並進 T1 と T2を

T1 : z → z + 1, T2 : z → z + τ, (3.25)

のように定義する。このとき式 (3.24)の同一視関係は z ∼ T n1
1 T n2

2 zとも表される。また，何
か特別な理論的設定をしない限り，通常は 2D並進対称性の要請から [T1, T2] = 0が成り立つ
と考えられる。5

オービフォルド T 2/ZN は T 2をさらに区切り，可換な離散群 ZN (N = 2, 3, 4, 6)に属する
操作の上での同一視条件を課すことによって得られる。まずZN の要素は複素座標系において
は単位元 1のN 乗根 e2πi/N から生成され，ZN 回転R0として

R0 : z → e2πi/Nz, (3.26)

が定義される。そしてT 2トーラス上の複素座標zに対し，回転 (3.26)のもとでの同一視，すなわ
ち z ∼ R0zという条件を課すと，オービフォルドT 2/ZNが得られる。式 (3.26)から (R0)

N = I
である。Iは恒等操作である。

52D並進対称性は例えばある種の磁束を生じさせるような非自明な場の配位を仮定することによって破られ
うる [47]。これは興味深い理論的可能性を持つものであるが，本稿では考察しない。
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T 2/ZN relations among translations τ

T 2/Z3

∏3
m=1 Tm = I e2πi/3

T 2/Z4

∏4
m=1 Tm = I, T1T3 = T2T4 = I e2πi/4

T 2/Z6

∏6
m=1 Tm = I, T1T4 = T2T5 = T3T6 = I, T1T3T5 = T2T4T6 = I e2πi/6

Table 1: Relations among translations

T 2/ZN (N = 3, 4, 6)における τ の選択は，このR0を考慮すると，無矛盾性（consistency）
の要請によって制限される（2.2.7節参照）。本稿では以後N = 3, 4, 6については τ = e2πi/N と
とることにする。N = 2のときは，τ は Imτ ̸= 0さえ満たしていれば任意のものを選ぶことが
出来る。

N = 3, 4, 6のとき，T2は T2 = R0T1R−1
0 と書くことができる。さらに，一般に τm−1 =

e2πi(m−1)/N(m ∈ {1, . . . , N})の方向への並進として

Tm = Rm−1
0 T1R1−m

0 , Tm : z → z + τm−1, for N = 3, 4, 6, (3.27)

を定義することができる。Tmは並進であるから，何か特別な理論的設定をしない限りは [Tm, Tm′ ]

= 0が任意のmとm′について成り立つ。また，異なるTm同士の間には表1に示すような関係が
あることも分かる。これらの関係式は式 (3.27)から求めることもできるし，τが1のN乗根であ
るということから求めることもできる。これらの条件は整数 pとN/pを用いて (TmRp

0)
N/p = I

と書くことができる [48]。また，任意の 2D並進が２つの並進 Tmと Tm′ を基底として表すこ
とができることも確認できる。例えば T1と T2を基底として選んだとき，任意の Tmは T1と
T2で表せるそして上述のように T2 = R0T1R−1

0 という関係があるので，式 (3.27)でも示され
ているように任意の Tmは T1とR0で表せる。
他方，N = 2のときは T1とR0を決めても T2は決まらない。N = 2のときの τ に対する

条件は Imτ ̸= 0だけであり，その条件のもとで任意だからである。したがってN = 2のとき
は T1と T2とR0はそれぞれ独立である。
オービフォルド T 2/ZN の普遍被覆空間上には，R0のもとで不変な点がいくつかあり，固

定点と呼ばれている。そしてR0とは別に，これら固定点のまわりの回転というものが以下の
ように定義される。まず固定点を zFとすると，これは

zF = e2πi/NzF + n1 + n2τ, n1, n2 ∈ Z, (3.28)

を満たす。この式の解を z
(n1,n2)
F,N とすると，それらはN ごとに次のように書ける。

z
(n1,n2)
F,2 =

n1 + n2τ

2
(Imτ ̸= 0), z

(n1,n2)
F,3 =

2n1 − n2 + (n1 + n2)e
2πi/3

3
, (3.29)
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z
(n1,n2)
F,4 =

n1 − n2 + (n1 + n2)e
2πi/4

2
, z

(n1,n2)
F,6 = −n2 + (n1 + n2)e

2πi/6. (3.30)

ここで，T n1
1 T n2

2 R0 (n1, n2 ∈ Z)という操作が固定点 z
(n1,n2)
F,N のまわりのZN 回転を与えるとい

うことに着目する（T1や T2はそれぞれのN のもとで与えられる T1や T2である）。このこと
は，式 T n1

1 T n2
2 R0z = e2πi/N(z − u) + uを uについて解くと，その解は (3.28)に他ならない，

ということから理解することができる。（この式の右辺はある点 zをある点 uのまわりに ZN
回転させることを意味するが，この等式を解くと u = e2πi/Nu+ n1 + n2τ になる。したがって
左辺はある点 zを固定点 uのまわりに ZN 回転させるものであるということが分かる）。した
がって関係式 (T n1

1 T n2
2 R0)

N = Iが成り立つ。他方，Z4には Z2という部分群があることに着
目する。同様に Z6には Z2と Z3という部分群がある。したがって T 2/Z4における Z2操作や
T 2/Z6における Z3および Z2操作というものが自然に定義される。そこでN = 4の場合にお
ける部分群 Z2のもとでの固定点を

z
(n1,n2)
F,4,2 =

n1 + n2i

2
, (3.31)

と書くことにする。zF,4,2のまわりの π回転はN = 4のもとでの T1，T2を用いて (T n1
1 T n2

2 R2
0)

2

で与えられ，(T n1
1 T n2

2 R2
0)

2 = Iを満たす。同様にN = 6の場合の，部分群 Z2および Z3のも
とでの固定点はそれぞれ

z
(n1,n2)
F,6,2 =

n1 + n2e
2πi/6

2
, z

(n1,n2)
F,6,3 =

n1 − n2 + (n1 + 2n2)e
2πi/6

3
, (3.32)

と書ける。z(n1,n2)
F,6,2 のまわりの π回転や z

(n1,n2)
F,6,3 のまわりの 2π/3は，N = 6のもとでの T1，T2

を用いてそれぞれ T n1
1 T n2

2 R3
0および T n1

1 T n2
2 R2

0で与えられ，それらは (T n1
1 T n2

2 R3
0)

2 = Iおよ
び (T n1

1 T n2
2 R2

0)
3 = Iを満たす。

上に述べたような様々な並進や回転の基底として，N = 2の場合には {T1, T2,R0}を，N =

3, 4, 6の場合には {T1,R0}を選ぶことができる。どんな操作でもこれらの基底となる操作に
よって表すことができる。並進 Tmや各固定点のまわりでの回転はそれら相互間でも様々な関
係を持つが，それらの関係もまた，上に述べた基底の様々な組み合わせの間に成り立つ関係と
して表せる。

N = 3, 4, 6の場合，回転に関して先述した諸関係のうちRN
0 = Iを除くすべては，並進に

関して先述した諸関係とRN
0 = I だけを用いて導くこともできる。例として任意の固定点の

まわりの ZN (N = 3, 4, 6)回転を考える。それは T n1
1 T n2

2 R0で与えられ (T n1
1 T n2

2 R0)
N = Iを

満たすものであった。この関係式は並進に関する関係式とRN
0 = I とから次のようにして導
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かれる。まず，式 (3.27)で与えられる Tmの定義から，Rk
0T i

1 T
j
2 = T i

1+kT
j
2+kRk

0 が成り立つこ
とに着目する。なお Tm+N = Tmである。この式を利用すれば，(T n1

1 T n2
2 R0)

N の中のR0をす
べて右端へと寄せ集めることで，

(T n1
1 T n2

2 R0)
N = T n1

1 T n1+n2
2 · · · T n1+n2

N T n2
1 RN

0 = (T1 · · · TN)n1+n2 = In1+n2 = I, (3.33)

が導かれる。ここでRN
0 = I，[Tm, Tm′ ] = 0および∏N

m=1 Tm = Iを用いた。

もうひとつの例としてN−6の場合におけるπ回転であるT n1
1 T n2

2 R3
0を考える。(T n1

1 T n2
2 R3

0)
2

= T n1
1 T n2

2 T n1
4 T n2

5 R6
0 = (T1T4)

n1(T2T5)
n2 = I となる。ここでは R6

0 = I，[Tm, Tm′ ] = 0，
T1T4 = T2T5 = I を用いた。こうして (T n1

1 T n2
2 R3

0)
2 = I も求められる。これらの具体例と

同様に，回転に関して上で議論した他の様々な関係も，並進に関する関係式とRN
0 = I とか

ら求められる。回転が関与する操作としてはそれら以外にもさらに，異なる固定点間を移動
しながら合計でN 回回転するという複雑な操作も考えうるが，それらは一般に並進とR0を
用いて∏N

a=1(T
n
(a)
1

1 T n
(a)
2

2 R0) = T n′
1

1 T n′
2

2 と書くことができる。ここで n
(a)
1 ，n(a)

2 ，n′
1，n′

2はい
ずれも整数である。したがって，N = 3, 4, 6の場合の独立な関係式としては [Tm, Tm′ ] = 0

(m,m′ ∈ {1, . . . , N})，表 1の関係式，そしてRN
0 = Iを考えるだけで十分である。

本研究では以下，M4×T 2/ZN上のゲージ理論を想定して計算を行っていく。M4×T 2/ZN
上の座標は xµ (µ = 0, 1, 2, 3) および z = x5 + ix6と書くことにする。S1/Z2の場合と同様に，
並進とZN 回転はG′ = U(n)の表現空間における非自明な「ひねり」（twist）を伴うと考えら
れる。ここでG′ = U(n)は，そのもとでラグランジアンが不変であると仮定されている変換の
なす群である。本論文ではそれらの操作に対応するひねり行列をイタリック体のアルファベッ
トで表すことにする。たとえば Tmに対応するものを Tmと書くことにする。これらは基本表
現に属するユニタリ行列とする。これらの行列は，対応する並進や回転が満たしているのと同
じ関係式を満たすように形が制約される。たとえば [Tm, Tm′ ] = 0という関係式は，対応する
ひねり行列に対して [Tm, Tm′ ] = 0という制約を課す。以下の各節で示されるように，これら
の制約条件がうまく働くことによって，ひねり行列は適当な基底やゲージのもとで単純な形へ
と，一般性を失うことなく書き換えていくことができる。

3.4 T 2/Z2

本節では，余剰次元が T 2/Z2である場合のひねり行列について議論する。具体的には，それ
らが 2× 2と 1× 1の部分行列をブロックとして持ちうるブロック対角型行列に必ず書けるこ
とを述べる。そのことを，任意の基底・任意の行列要素でブロック対角型でない形で行列が与
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えられた場合でも，T 2/Z2のひねり行列として満たさなければならない制約条件を考慮すれ
ば，基底の変換（ユニタリー変換）によって必ずブロック対角型の行列に変換できる，という
形で述べる。議論の流れが見えづらくなるのを避けるため，本節の記述では技術的な計算の
詳細は省く。すなわち変換の各ステップで行列がどのような形になるか，またそれはどのよう
な条件式や関係式から導かれるのか，を示しながら議論の本流を追っていくことを重視する。
それらを導く計算の技術的な詳細は付録Cで示す。

T 2/Z2における独立なひねり行列としては T1，T2，R0の３つがあり，それら３つが１組
となって理論の振る舞いを決定する。三者の間には

[T1, T2] = 0, R2
0 = (T1R0)

2 = (T2R0)
2 = (T1T2R0)

2 = I, (3.34)

という制約条件がある。ここで Iは単位行列である。

3.2節でS1/Z2について式 (3.17) と式 (3.18)を得たときと同様の議論によって，まずR0お
よび T1の２つを同時にブロック対角化することができる。すなわち，それぞれを式 (3.7)にお
ける P0および T と同様の形にできる。このとき T2も変換を受けるが，こちらはまだ一般に
はブロック対角型にはならない。３つのひねり行列はそれぞれ，

R0 =


R

(0)
0

R
(1)
0

. . .

R
(M)
0

 , T1 =


T

(0)
1

T
(1)
1

. . .

T
(M)
1

 , (3.35)

T2 =


T

(00)
2 T

(01)
2 . . . T

(0M)
2

T
(10)
2 T

(11)
2 . . . T

(1M)
2

...
...

. . .
...

T
(M0)
2 T

(M1)
2 . . . T

(MM)
2

 , (3.36)

と表される。ここでR0，T1，T2の部分行列をそれぞれR
(λ)
0 ，T (λ)

1 ，T (λλ′)
2 (λ, λ′ = 0, 1, . . . ,M)

と書いた。3.2節のときと同様，R(0)
0 と T

(0)
1 は 1または−1を固有値とする r(0) × r(0)対角行列

である。以降本節や付録C.1で r(0)のように行列のサイズを表すパラメータをしばしば用いる
が，それらはいずれも非負の整数である。なお他節と違い本節ではアルファベット nでなく r

に適当な添字をつけたものを最初から用いるが，これは 3.2節で式 (3.14)以降に nでなく rを
用いて書いていたのを受けたものである。3.2節との関連を参照するときの便をとってそのよ
うにした。他の部分行列，R(m)

0 や T
(m)
1 (m = 1, . . . ,M)は 2r(m) × 2r(m)の行列であり，

R
(m)
0 =

(
−Ir(m) 0

0 Ir(m)

)
= −σ3 ⊗ Ir(m) , (3.37)
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T
(m)
1 =

(
cos θ(m)Ir(m) i sin θ(m)Ir(m)

i sin θ(m)Ir(m) cos θ(m)Ir(m)

)
= eiθ

(m)σ1 ⊗ Ir(m) , (3.38)

で与えられる。ここで 0 < θ(m) < πであり，m ̸= m′のとき θ(m) ̸= θ(m
′)である。これらに対

応して，Tmm′
2 は 2r(m) × 2r(m

′)の行列である。

式 (3.34)に示された制約条件を考慮しつつ適切なユニタリ変換を用いることにより，R0と
T1を上記のような構造のものに保ったまま，残るもうひとつのひねり行列である T2もブロッ
ク対角型の行列へと変換することができる。

まず T
(m0)
2 と T

(0m)
2 については，すべて零行列でなければならないことが制約条件 (3.34)

からすぐに導かれる。詳細は付録C.1に示す。

次に T
(00)
2 に着目する。R0と T1のほうでここに対応するブロックであるR

(0)
0 と T

(0)
1 を対

角行列の形に保ったまま，T (00)
2 をブロック対角型に変換できるとよい。実際付録C.2に示す

ようにそれは可能である。このときR
(0)
0 ，T (0)

1 ，T (00)
2 は，

R
(0)
0 =

(
R

(0),1
0 0

0 R
(0),2
0

)
, T

(0)
1 =

(
T

(0),1
1 0

0 T
(0),2
1

)
=

(
−I

r
(0)
1

0

0 I
r
(0)
2

)
, (3.39)

T
(00)
2 =

(
T

(00),1
2 0

0 T
(00),2
2

)
, (3.40)

のように書かれる。ここでR
(0),a
0 ，T (0),a

1 ，T (00),a
2 (a = 1, 2)は r(0),a×r(0),aの行列であり，r(0),1+

r
(0),2
2 = r(0)である。R(0),a

0 (a = 1, 2)は 1または −1を固有値とする対角行列である。R(0),a
0 ，

T
(0),a
1 ，T (00),a

2 はさらに行と列の並び替えによって，

R
(0),a
0 =


R

(0),a,0
0

R
(0),a,1
0

. . .

R
(0),a,M(0),a

0

 , (3.41)

T
(0),a
1 =


T

(0),a,0
1

T
(0),a,1
1

. . .

T
(0),a,M(0),a

1

 , (3.42)

T
(00),a
2 =


T

(00),a,0
2

T
(00),a,1
2

. . .

T
(00),a,M(0),a

2

 , (3.43)
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という形に書ける。ここで行列A
(0),a
α の対角ブロックの数をパラメータM (0),aとして表した。

R
(0),a,b
0 ，T (0),a,b

1 ，T (00),a,b
2 は行列である。つまりR

(0)
0 ，T (0)

1 ，T (00)
2 をブロック対角型に書いたと

きの対角ブロックであるR
(0),a
0 ，T (0),a

1 ，T (00),a
2 は，それら自身もまたさらに細かい部分行列か

らなるブロック対角型行列として書けるということである。このとき b = 0の部分行列，つま
り各々の左上端の部分行列R

(0),a,0
0 ，T (0),a,0

1 ，T (00),a,0
2 はいずれも 1または−1を固有値とする

r(0),a,0 × r(0),a,0対角行列である。それら以外の b = 1, . . . ,M (0),aのものについては，

R
(0),a,b
0 = −σ3 ⊗ Ir(0),a,b , T

(0),a,b
1 = (−1)aI2 ⊗ Ir(0),a,b , T

(00),a,b
2 = eiϕ

(0),a,bσ1 ⊗ Ir(0),a,b , (3.44)

のように書ける。ここで ϕ(0),a,bは 0 < ϕ(0),a,b < πの範囲に値を取るパラメータであり，b ̸= b′

ならば ϕ(0),a,b ̸= ϕ(0),a,b′ である。σ1はパウリ行列のひとつで，式 (3.38)のときと同様，j行 k

列目の要素を (σ1)jk (j, k = 1, 2)とすると (σ1)jk = 1− δjkと書かれるものを用いた。式 (3.44)

より，T (00)
2 をブロック対角型行列として構成する部分行列T

(00),a,m
2 (m = 0, 1, . . . ,M (0),a)は式

(3.38)に示した T
(m)
1 と同様の構造をもっていることが分かる。両者には「並べ替えると 2× 2

行列をブロック対角型に複数個並べた行列になる」という共通点があり，このために，後述す
るように最終的には両者とも 2× 2行列をブロック対角型に複数個並べた行列として統一的に
書けるようになる。

以上で，式 (3.36)の行列を構成する部分行列 T
(mm′)
2 のうち T

(00)
2 ，T (0m)

2 ，T (m0)
2 について

検討した。次に，残る部分行列 T
(mm′)
2 (m,m′ ̸= 0)について検討する。まず制約条件 (3.34)を

考慮すると，m ̸= m′のとき T
(mm′)
2 = 0であるように基底を選ぶことが可能であることが導

かれる。導出は付録C.3に示す。したがって任意の行列が与えられた場合でもユニタリ変換に
よってこの基底に移行し，T2を

T2 =


T

(00)
2

T
(1)
2

. . .

T
(M)
2

 , (3.45)

のようなブロック対角型に書くことが可能である。ここで T
(00)
2 はすでに検討した r(0)× r(0)部

分行列であり，T (m)
2 (m = 1, . . . ,M)は 2r(m) × 2r(m)部分行列である。

式 3.35および (3.37)，(3.38)に示したR
(m)
0 と T

(m)
1 ，そして式 (3.45)に示した T

(m)
2 は，ユ

ニタリ変換によってそれら自身もまたより小さな行列を構成要素とするブロック対角型行列
へと変換できることが，やはり制約条件から分かる。詳細は付録C.4に示す。このときR

(m)
0 ，
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T
(m)
1 ，T (m)

2 はそれぞれ，

R
(m)
0 =


R

(m),1
0

R
(m),2
0

. . .

R
(m),M(m)

0

 , (3.46)

T
(m)
1 =


T

(m),1
1

T
(m),2
1

. . .

T
(m),M(m)

1

 , (3.47)

T
(m)
2 =


T

(m),1
2

T
(m),2
2

. . .

T
(m),M(m)

2

 , (3.48)

と書ける。ここでR
(m),a
0 ，T (m),a

1 ，T (m),a
2 (a = 1, . . . ,M (m))は 2r(m),a× 2r(m),aの部分行列であ

り，∑M(m)

a=1 r(m),a = r(m)である。これらの部分行列は，

R
(m),a
0 = −σ3 ⊗ Ir(m),a , T

(m),a
1 = eiθ

(m)σ1 ⊗ Ir(m),a , (3.49)

T
(m),a
2 =

(
cosϕ(m),aIr(m),a i sinϕ(m),aIr(m),a

i sinϕ(m),aIr(m),a cosϕ(m),aIr(m),a

)
= eiϕ

(m),aσ1 ⊗ Ir(m),a . (3.50)

と書ける。ϕ(m),aは実数パラメータであり，a ̸= a′ならば ϕ(m),a ̸= ϕ(m),a′である。

以上より，T 2/Z2の独立なひねり行列 R0，T1，T2は，すべて 2 × 2および 1 × 1部分行
列を構成要素とするブロック対角型行列に書けることが次のようにして分かる。まずR

(0),a,0
0 ，

T
(0),a,0
1 ，T (00),a,0

2 は 1または−1を固有値とする対角行列であるから，1× 1行列を対角に並べ
たものと言える。R(0),a,b

0 ，T (0),a,b
1 ，T (00),a,b

2 (a = 1, 2)(b = 1, . . . ,M (0),a)については，式 (3.44)

のように書かれたものに対して行と列の並び替えを行うことにより，それぞれ

r0 =

(
−1 0
0 1

)
, t1 = ±

(
1 0
0 1

)
, t2 =

(
b2 b1
b1 b2

)
, (3.51)

という 2× 2行列を対角に並べたブロック対角型行列の形に書ける。ここで b1は Im b1 > 0を
満たす純虚数であり，b2は実数である。両者は独立ではなく，両者の間には |b1|2 + b22 = 1と
いう関係式が成り立つ。R(m),a

0 ，T (m),a
1 ，T (m),a

2 (a = 1, . . . ,M (m))については，式 (3.49)およ
び (3.50)のように書かれたものに対して行と列の並び替えを行うことにより，それぞれ

r0 =

(
−1 0
0 1

)
, t1 =

(
a2 a1
a1 a2

)
, t2 =

(
b2 b1
b1 b2

)
, (3.52)
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という 2 × 2行列を構成要素とするブロック対角型行列の形に書くことができる。ここで a1

と b1 は純虚数であり，前者は Im a1 > 0を満たす。a2 と b2 は実数である。これらの間には
|a1|2 + a22 = 1，|b1|2 + b22 = 1という関係が成り立つ。3.8節で述べるように，これらは適切な
ゲージ変換によってすべて同時対角化される。

3.5 T 2/Z3

次に T 2/Z3オービフォルドについて調べる。T 2/Z2のときとは違い，独立なひねり行列は２
つである。２つのひねり行列が決まれば残りはこの２つの組み合わせで表せる。本稿ではR0

と T1を選び，その同時対角化について述べる。残りの行列はこの２つを用いて，

T2 = R0T1R
−1
0 , T3 = R−1

0 T1R0, R1 = T1R0, R2 = T1T2R0 = R−1
0 T−1

1 R−1
0 , (3.53)

のように表せる。R1とR2はそれぞれ固定点 z
(1,0)
F,3 と z

(1,1)
F,3 （式 (3.29)参照）のまわりのZ3回

転（2π/3回転）に対応するものである。これら相互の間には，

R3
0 = R3

1 = R3
2 = R0R1R2 = R1R2R0 = R2R0R1 = I, (3.54)

Tm′Tm = TmTm′ , T1T2T3 = I, Tm+1R0 = R0Tm, (3.55)

という関係が成立する。これまでと同様に Iは単位行列を表す。また Tm+N = Tmである。な
おR0と T1の２つを同時対角化の対象として選んだのは，それが最も計算を簡単にしたから
である。他の２つの行列，例えばR0とR1の２つを選んでも同じ結論に達するが，計算は少
し複雑になる。

一般性を失うことなくR0はただちに対角化できる。そしてその固有値はω = e2πi/3を用い
て ωk (k = 1, 2, 3)と表せる。一般にはその３種類の値が対角線上にランダムな順番で並んだ
ような行列になるが，行と列の並び替えによって，

R0 =

ωIn1

ω2In2

In3

 =

(R0)(11) (R0)(12) (R0)(13)
(R0)(21) (R0)(22) (R0)(23)
(R0)(31) (R0)(32) (R0)(33)

 , (R0)(kl) = ωkδklInk
, (3.56)

という 3 × 3ブロックの形にして（別の言い方をすれば，R0がそのように書けるような基底
を選び），議論を進めることができる。ここで nkは非負の整数であり Ink

は nk × nkの単位行
列である。このとき T1は

T1 =

(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33)

 , (T1)(kl) =M
[k−l]
k l , (3.57)
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と書ける。S1/Z2のときと同様，T1の部分行列 (T1)(kl)を表すのにM
[k−l]
k l を用いる。M [k−l]

k l は
nk × nlの行列であり，そしてM

[k−l]
k l における kと lはここでは 3を法とする整数であるとす

る（S1/Z2のところで述べたように，一般に ZN の場合 kと lはN を法とする整数であると
する）。すなわち k′ = k (mod 3) および l′ = l (mod 3)のときM

[k−l]
k l = M

[k′−l′]
k l = M

[k−l]
k′ l′ で

あるとする。たとえば k = 1 = 4 = −2 = . . . (mod 3)であり，したがってM
[−1]
1 2 = M

[−1]
4 5 ，

M
[−1]
1 2 = M

[2]
1 2 などとなる。上付き添字 k − l = qの値は R0によって生成される Z3対称性の

チャージの値，すなわち (R0T1R
−1
0 )(k l) = ωk−l(T1)(kl)で定義されるチャージの値 k − l = qに

等しい。lを k− q，(T1)(kl)をM
[k−l]
k l に置き換えて書けば (R0T1R

−1
0 )(k k−q) = ωqM

[q]
k k−qである。

この記法は添字が多く一見煩雑だが，本研究で行うような計算においては色々な関係式を系統
的に記述するのに便利な記法である。

T2/Z3におけるひねり行列Raの定義R3
a = I (a = 0, 1, 2)と，T1がユニタリ行列であると

いうこと（T †
1 = T−1

1 ），および制約条件 (3.53)とから，異なるM
[k−l]
k l 間に成り立つ関係式と

して，
M

[q]
k k−qM

[−q]
k−q k =M

[−q]
k k+qM

[q]
k+q k, M

[0]
k kM

[q]
k k−q =M

[q]
k k−qM

[0]
k−q k−q, (3.58)

が導かれる。導出は付録D.1に示す。なお同様の式は他の T2/ZN (N = 2, 3, 4, 6)でも現れて
くるものであり，式 (H.3)に集約される。式 (3.58)の２番めの式から，付録D.1の最後に示し
た議論によって，M [0]

k kが正規行列であることが導かれる。したがってM
[0]
k kはその複素共役と

交換すること，また適切なユニタリ変換によって対角化可能であることが分かる。

なお，N が偶数であるような他の T2/ZN のケースではM
[0]
k kは正規行列であるのみならず

エルミート行列であることまで言える。他方この T2/Z3のケースでは一般にM
[0]
k kがエルミー

ト行列であるとまでは言えない。しかし正規行列であることは言えるので，やはり対角化可能
であるということになる。本稿の計算にとっては対角化可能であることが言えれば十分なの
で，その違いが最終的な結論に影響を及ぼすことはない。しかし他の何らかの計算にとって
は，この違いが何か興味深い帰結をもたらすこともあるかもしれない。

M
[0]
k kが (M

[0]
k k)ij = aikδij のように対角化されたとき，その他の行列M

[q]
k k (q ̸= 0)について，

aik ̸= ajk−qならば (M
[q]
k k−q)ij = 0でなければならない，ということが制約条件から導かれる。詳

細は付録D.2に示す。するとR0と T1は適当な行と列の並び替えによって，

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , R
(m)
0 =

ωIn(m)
1

ω2I
n
(m)
2

I
n
(m)
3

 (3.59)
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T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 , T
(m)
1 =


a(m)I

n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[1]
1 3

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3

M
(m)[−1]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

 , (3.60)

のようにブロック対角化できる。ここで n
(m)
k (m = 1, 2, . . . ,M)は非負の整数であり，a(m)は

複素数であって，m ̸= m′ならば a(m) ̸= a(m
′)である。

T1がユニタリであるという条件 T1T
†
1 = T †

1T1 = Iからは，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 +M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 = (1−

∣∣a(m)
∣∣2)I

n
(m)
k
, (3.61)

が導かれる。導出は付録 D.3に示す。ここからまず |a(m)| ≤ 1でなければならないことが分
かる。そして |a(m)| = 1のときにはM

(m)[1]
k k−1 = M

(m)[−1]
k k+1 = 0であることが分かる。M (m)[1]

k k−1 と
M

(m)[−1]
k k+1 は式 (3.60)に明示されているように T

(m)
1 の非対角ブロックをなす部分行列であるか

ら，これらがすべて 0であるときには T
(m)
1 は対角型である。つまり |a(m)| = 1であるような

T
(m)
1 はこの時点ですでに対角型であることが分かる。

0 < |a(m)| < 1のときと |a(m)| = 0のときについてはそれぞれに込み入った計算が必要
になるが，制約条件 (3.54)と (3.55)（T2/Z3のひねり行列であるために必要な条件），および
T1T

†
1 = I（本稿で理論にG′ = U(n)の大域的対称性があることを仮定したことにより付加さ

れた条件）から，いずれの場合にもユニタリ変換や行列の並び替えによってM
(m)[±1]
k k∓1 を対角

化できることが分かる。詳細はそれぞれ付録 D.3.1と付録 D.3.2に示す。つまり T
(m)
1 の部分

行列はすべて対角型にできることが示される。すると行と列を適当に並べ替えることにより，
T

(m)
1 は 3× 3行列を対角ブロックとするブロック対角型行列の形に書くことができる。この並
び替えに際してR

(m)
0 は行列要素の並び順が変わるが，対角行列であるという点では変わらな

い。つまりR
(m)
0 を対角型に保ったまま，T (m)

1 をブロック対角型に変換することができる。こ
のときR

(m)
0 と T

(m)
1 はそれぞれ，

r0 =

ω 0 0
0 ω2 0
0 0 1

 , t1 =

a3 a2 a1
a1 a3 a2
a2 a1 a3

 , (3.62)

という 3 × 3行列を対角に並べたブロック対角型行列になる。ここで a1，a2，a3はいずれも
複素数であり，a31 + a32 + a33 − 3a1a2a3 = 1，|a1|2 + |a2|2 + |a3|2 = 1，a1a3 + a3a2 + a2a1 = 0

を満たす。最初の式は制約条件 T1T2T3 = T1T3T2 = Iとユニタリ条件 T1T
†
1 = Iに由来する式

(D.13)，(D.14)，(D.16)から導かれる。残りの２式は T1T
†
1 = Iに由来する式 (D.16) と (D.17)

からそれぞれ導かれる。
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以上の議論から，T2/Z3の独立なひねり行列として本節で選んだR0と T1は，適切なユニ
タリ変換により 3× 3または 1× 1行列を要素とするブロック対角型行列へと同時に変換でき
ることが分かる。1 × 1行列と呼んだのは |a(m)| = 1であるような T

(m)
1 の要素のことである。

上述のとおりその場合の T
(m)
1 はすでに普通の対角行列であるが，これは 1 × 1部分行列を対

角ブロックとするブロック対角型行列であると見なすことができるからである。それに対応す
るR

(m)
0 も同様である。そして 3.8節で，3× 3行列のほうもすべて適切なゲージ変換によって

同時対角化されること，したがってR0と T1が全体として同時対角化されることが示される。

なお t1のような形に要素が並んだ行列を「巡回行列」と呼ぶが，一般の巡回行列の定義に
は要素の数値間の相互依存関係は存在しない（あってもなくてもよい）。t1はその要素が上記
の式によって関係づけられたやや特殊な巡回行列ということになる。そしてまた，3.8節で示
すように，ゲージ変換も対角要素がゼロの巡回行列の組み合わせで表すことができる。このこ
とが何か深い意味を持っているのかどうかは現在のところ不明である。

3.6 T 2/Z4

本節ではT 2/Z4オービフォルドについて議論する。T 2/Z3のときと同様にR0とT1を独立な２
つのひねり行列として選び，制約条件とユニタリ変換を駆使することでそれらが 4× 4，2× 2，
1× 1の３種類の部分行列を対角ブロックとして持ちうるブロック対角型行列へと変換される
ことを見る。各ステップごとの計算の詳細は付録 Eに示し，ここではどのような前提からど
のような関係式が帰結し，そして各行列がどのように変換されていくのかについて議論の本流
を示す。

R0と T1の形を制限する制約条件は，

T †
1 = T−1

1 , Tm′Tm = TmTm′ , T1T3 = I, (3.63)

で与えられる。Tmは 3.3節で述べたように Tm = Rm−1
0 T1R

1−m
0 である。

これまでと同様，ひねり行列の少なくともひとつは基底を適当に選ぶことによってすぐに
対角型に書ける。R0をそれに選ぶとすると，T2/Z4の場合は R4

0 = I なのでその固有値は 1，
i，−1，−iの４種類である。一般にそれら４種類の数字がランダムに並んだ対角行列になる
が，行と列を適当に並べ替えることによって（つまり基底の要素の並び方を適当に変えること
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で），一般性を失うことなく，

R0 =


iIn1

−In2

−iIn3

In4

 , T1 =


(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13) (T1)(14)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23) (T1)(24)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33) (T1)(34)
(T1)(41) (T1)(42) (T1)(43) (T1)(44)

 , (3.64)

という行列に書くことができる。ここで Ink
は nk × nk の単位行列であり，(T1)(kl)はそれに

対応した nk × nlの部分行列である。ここでさらに，式 (E.2)より (T1)(kk)は適当なユニタリ
変換をほどこすことによってすべて対角化できること，また T †

1 (= T−1
1 = T3) = R2

0T1R
−2
0 と

Tm′Tm = TmTm′から導かれる関係式 (E.4)より，その他の非対角ブロックの部分行列において
いくつかの要素はゼロでなければならないことが導かれる。それらの結果，R0と T1は行と列
の適当な並び替えによって，

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 , (3.65)

というブロック対角型の行列に書き換えることができる。ここでR
(m)
0 とT

(m)
1 (m = 1, 2, . . . ,M)

は n(m) × n(m)の行列であり，それぞれ，

R
(m)
0 =


iI
n
(m)
1

−I
n
(m)
2

−iI
n
(m)
3

I
n
(m)
4

 , (3.66)

ならびに

T
(m)
1 =


a(m)I

n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[−2]
1 3 M

(m)[1]
1 4

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3 M

(m)[−2]
2 4

M
(m)[2]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

M
(m)[−1]
3 4

M
(m)[−1]
4 1 M

(m)[2]
4 2 M

(m)[1]
4 3 a(m)I

n
(m)
4

 , (3.67)

で与えられる。n(m)
k は n(m) =

∑4
k=1 n

(m)
k を満たす非負の整数である。T (m)

1 の部分行列は式
(3.64)の記法にならって (T

(m)
1 )klと書けるが，k ̸= lのものについては (T

(m)
1 )(kl) = M

(m)[k−l]
k l ，

k = lのものについては (T
(m)
1 )(kk) = M

(m)[0]
k k = a(m)I

n
(m)
k
と書いた。a(m)はm ̸= m′のとき

a(m) ̸= a(m
′)であるような実数パラメータであり，−1 ≤ a(m) ≤ 1を満たす。なお T2/Z3のと

きは a(m)をより一般的に複素数としたが，ここではさらに制限して実数とおける。式 (E.2)よ
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り (T1)(kk)はエルミート行列であることが言えるからである。M (m)[k−l]
k l の記法はM

[k−l]
k l と同

じで，今議論している T2/Z4の場合は kと lは 4を法とする整数であり，k = k′(mod4)およ
び l = l′(mod4)のときM

(m)[k−l]
k l = M

(m)[k′−l′]
k l = M

(m)[k−l]
k′ l′ である。nkや n

(m)
k のように行列の

サイズを表すパラメータを本節や付録Eでもしばしば用いるが，いずれも非負の整数である。
式 (E.11)より a(m) = ±1のときにはすべての非対角ブロックがゼロになるため，そのような
a(m)の値をもつ T

(m)
1 はこの時点ですでに対角型である。以下では−1 < a(m) < 1であるよう

な T
(m)
1 についてその対角化を議論する。
R0と T1に対し，制約条件 (3.63)から導かれる式 (E.8)，(E.9)，(E.10)を考慮した適切な

ユニタリ変換をほどこすと，M (m)[k−l]
k l は式 (E.24)，(E.25)，(E.28)で表されるような形に変換

される。するとR
(m)
0 と T

(m)
1 は適当な行と列の並び替えにより，以下にR

(m)
0 = R

(m)′

0 ⊕R
(m)′′

0

および T
(m)
1 = T

(m)′

1 ⊕ T
(m)′′

1 として示すような形になる：

R
(m)
0 =

(
R

(m)′

0

R
(m)′′

0

)
= R

(m)′

0 ⊕R
(m)′′

0 , (3.68)

R
(m)′

0 =


iIr(m)

−Ir(m)

−iIr(m)

Ir(m)

 , (3.69)

R
(m)′′

0 =


iI
n
(m)′
1

−I
n
(m)′
2

−iI
n
(m)′
1

I
n
(m)′
2

 , (3.70)

および，

T
(m)
1 =

(
T

(m)′

1

T
(m)′′

1

)
= T

(m)′

1 ⊕ T
(m)′′

1 , (3.71)

T
(m)′

1 =


a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
1 2 M̂ (m)[2]U

(m)
1 3 M̂ (m)[1]U

(m)
1 4

M̂ (m)[1]U
(m)
2 1 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
2 3 M̂ (m)[2]U

(m)
2 4

M̂ (m)[2]U
(m)
3 1 M̂ (m)[1]U

(m)
3 2 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
3 4

M̂ (m)[1]U
(m)
4 1 M̂ (m)[2]U

(m)
4 2 M̂ (m)[1]U

(m)
4 3 a(m)Ir(m)

 , (3.72)

T
(m)′′

1 =


0 0 Ũ

(m)
13 0

0 0 0 Ũ
(m)
24

Ũ
(m)
31 0 0 0

0 Ũ
(m)
42 0 0

 . (3.73)

ここで M̂ (m)[1]は r(m)×r(m)対角行列であり，その要素はすべて正，すなわち (M̂ (m)[1])ii > 0で
ある。M̂ (m)[2]は r(m)× r(m)対角行列であり，その要素はすべて非負，すなわち (M̂ (m)[2])ii ≥ 0
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である。そして U
(m)
3 4 は r(m) × r(m)の，Ũ (m)

kk−2および Ũ
(m)
k−2kは n

(m)′

k × n
(m)′

k のユニタリ行列で
ある。なお，R(m)′′

0 および T
(m)′′

1 が現れるのは a(m) = 0のときだけである。a(m) ̸= 0のときは
R

(m)
0 = R

(m)′

0 および T
(m)
1 = T

(m)′

1 である。

続けてさらに，やはり制約条件 (3.63)によって各部分行列間に相互依存関係が課されてい
ることを利用した適切なユニタリ変換をほどこすことによって，T (m)′

1 や T
(m)′′

1 の各部分行列
M̂ (m)[k−l]U

(m)
k l や Ũ

(m)
kk−2をすべて同時に対角化することができる。そして T

(m)′

1 と T
(m)′′

1 はそれ
ぞれ式 (E.44) と式 (E.45)のような形になる。この変換に際しR

(m)′

0 とR
(m)′′

0 は変わらない。そ
の形になると，あとは行と列の適当な並び替えによってブロック対角型の行列になる。やって
みると，T (m)

1 は一般に 4× 4，2× 2，1× 1の３種類の行列を部分行列として持ちうるブロッ
ク対角型の行列になることが分かる。この並び替えに際してR

(m)
0 のほうでも対角要素の並び

順の入れ替えが生じるが，全体として対角行列であるという点では変わらない。そして T
(m)
1

の各対角ブロックに対応して，4× 4，2× 2，1× 1の３種類の対角行列を並べたような行列に
なる。

式 (3.69)と (E.44)より，R(m)
0 と T

(m)
1 を構成する 4× 4部分行列は，それぞれ以下の r0と

t1のような形に書ける：

r0 =


i

−1
−i

1

 , t1 =


a4 a3 a2 a1
a1 a4 a3 a2
a2 a1 a4 a3
a3 a2 a1 a4

 . (3.74)

ここで a1と a3は a3 = −a1を満たす複素数，a2は非負の実数，a4は実数である。これらのパ
ラメータの間には 2|a1|2+a22+a24 = 1および 2a2a4 = a21+a1

2という関係式が成立する。3.8節
で見るように，これらの 4× 4部分行列は適切なゲージ変換によりすべて同時に対角化される。

a(m) = 0であるような T
(m)
1 については，このほかに 2× 2行列も対角ブロックとして現れ

る。R(m)
0 のほうでその部分に対応する行列もまた 2× 2行列である。式 (3.70)と (E.45)より，

そのときR
(m)
0 と T

(m)
1 に現れる 2× 2行列はそれぞれ，

r′0 = in
′
(

−1 0
0 1

)
, t′1 =

(
0 1
1 0

)
, (3.75)

のように書ける。ここで n′は整数である。3.8節で見るように，これらの 2× 2行列はゲージ
変換によって同時対角化することができない。ただし，R0の中に n′が偶数である r′0と n′が
奇数である r′0とが一つずつあった場合，行と列の並び替えによってそれらを混ぜ合わせて式
(3.74)の r0のような 4 × 4行列の体裁にすることができる。このとき T1のほうではそれに対
応して２つの t′1の要素が混ぜ合わされ，式 (3.74)の t1において a2 = 1かつ a1 = a3 = a4 = 0
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とおいたような 4 × 4行列が作られる。そしてこれは適切なゲージ変換により対角化される。
したがってR0と T1が同時対角化できないのは，n′が偶数である r′0と n′が奇数である r′0の数
とが一致せず，そのためペアを組めずに 2 × 2行列のまま残る r′0および t′1があった場合であ
る。計算してみると，その数はちょうど |n(m)′

1 − n
(m)′

2 |になることが分かる。

a(m) = ±1であるようなT
(m)
1 については，先述したようにすでに対角型である。式 (3.67)で

すべての非対角ブロックが零行列になり，したがってa(m)I
n
(m)
1 +n

(m)
2 +n

(m)
3 +n

(m)
4
すなわちa(m)In(m)

と書けるような，単位行列に比例した対角行列になる。

3.7 T 2/Z6

本節では T 2/Z6の場合を議論する。やはり複数のひねり行列が１セットになって理論の振る
舞いに寄与するが，T 2/Z3，T 2/Z4の場合と同様，独立なものは２つである。どれか２つの行
列を決めれば残りの行列は一意に決まる。これまでの節と同様にここでもその２つとしてR0

と T1を選び，それらが同時対角化されるかを論じる。議論の構成はこれまでの節と同じであ
るが，ここであらためて整理しておくと次のようになる。まずそれらが T 2/Z6のひねり行列
であると言えるために満たさなければならない制約条件や，今回の研究でそれらがユニタリ行
列であると設定したことを考慮すると，それらは 6× 6，3× 3，2× 2，1× 1の４種類の行列
を部分行列として持ちうるブロック対角型行列に書けることが導かれる。それ以外の形で行列
が与えられた場合でも，適切なユニタリ変換を用いることで必ずその形に書けることが導かれ
る。本節ではそれが複数回のユニタリ変換や行と列の並び替えによって段階的に達成されてい
くという形で述べるが，その計算の詳細は煩雑なので付録 Fに示す。ここでは，それら各段
階で行列がどのような形になるのか，またそれはどのような条件式に依拠して導かれるのか，
という議論の本流を述べる。計算すべき行列が一般には式 (3.81)のように 6× 6ブロックの行
列（36個の部分行列を 6× 6に並べたもの）となって一見煩雑になり，関連する関係式の数も
多くなるが，基本的にはこれまでの節と同じ要領で計算を進めていける。そして最終的にブ
ロック対角型の行列になったとき，その部分行列のうち 6× 6行列のものは適切なゲージ変換
によって対角化できることが 3.8節で示される。

R0と T1の形に対する制約条件は，

T †
1 = T−1

1 , Tm′Tm = TmTm′ , T1T4 = I, T1T3T5 = I, (3.76)

で与えられる。ここで Tmは 3.3節で説明したように Tm = Rm−1
0 T1R

1−m
0 である。
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出発点として，

R0 =


ηIn1

η2In2

−In3

−ηIn4

−η2In5

In6

 , (3.77)

および

T1 =


(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13) (T1)(14) (T1)(15) (T1)(16)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23) (T1)(24) (T1)(25) (T1)(26)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33) (T1)(34) (T1)(35) (T1)(36)
(T1)(41) (T1)(42) (T1)(43) (T1)(44) (T1)(45) (T1)(46)
(T1)(51) (T1)(52) (T1)(53) (T1)(54) (T1)(55) (T1)(56)
(T1)(61) (T1)(62) (T1)(63) (T1)(64) (T1)(65) (T1)(66)

 , (3.78)

をとる。ここで η = e2πi/6であり，Ink
は大きさ nk × nkの単位行列，(T1)(kl)は大きさ nk × nl

の部分行列である。(T1)(kl)は全てが完全に独立な行列ではなく，制約条件 (3.76)から導かれる
諸関係式によって相互に関係づけられ，制限されている。そして T †

1 (= T−1
1 = T4) = R3

0T1R
−3
0

および Tm′Tm = TmTm′から導かれる関係式 (F.5)を用いると，3.2節で述べた S1/Z2のケース
と同様にして，適当な行と列の並び替えによりR0と T1はブロック対角型の行列に書き直せ
る。つまり，

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 , (3.79)

のように，n(m) × n(m)部分行列R
(m)
0 および T

(m)
1 (m = 1, 2, · · · ,M)を対角に並べたものとし

て書くことができ，R(m)
0 と T

(m)
1 はそれぞれ，

R
(m)
0 =



ηI
n
(m)
1

η2I
n
(m)
2

−I
n
(m)
3

−ηI
n
(m)
4

−η2I
n
(m)
5

I
n
(m)
6


, (3.80)
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および

T
(m)
1 =



a(m)I
n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[−2]
1 3 M

(m)[−3]
1 4 M

(m)[2]
1 5 M

(m)[1]
1 6

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3 M

(m)[−2]
2 4 M

(m)[−3]
2 5 M

(m)[2]
2 6

M
(m)[2]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

M
(m)[−1]
3 4 M

(m)[−2]
3 5 M

(m)[−3]
3 6

M
(m)[3]
4 1 M

(m)[2]
4 2 M

(m)[1]
4 3 a(m)I

n
(m)
4

M
(m)[−1]
4 5 M

(m)[−2]
4 6

M
(m)[−2]
5 1 M

(m)[3]
5 2 M

(m)[2]
5 3 M

(m)[1]
5 4 a(m)I

n
(m)
5

M
(m)[−1]
5 6

M
(m)[−1]
6 1 M

(m)[−2]
6 2 M

(m)[3]
6 3 M

(m)[2]
6 4 M

(m)[1]
6 5 a(m)I

n
(m)
6


, (3.81)

で与えられる。ここで n(m) =
∑6

k=1 n
(m)
k であり，T (m)

1 の部分行列は k ̸= lすなわち非対角ブ
ロックの行列については (T

(m)
1 )(kl) = M

(m)[k−l]
k l ，k = lすなわち対角ブロックの行列について

は (T
(m)
1 )(kk) =M

(m)[0]
k k = a(m)I

n
(m)
k
で表した。a(m)は実数パラメータであり，m ̸= m′に対して

a(m) ̸= a(m
′)であるとともに，−1 ≤ a(m) ≤ 1の範囲に制限される。M (m)[k−l]

k l は k′ = k (mod

6) および l′ = l (mod 6) に対してM
(m)[k−l]
k l =M

(m)[k′−l′]
k l =M

(m)[k−l]
k′ l′ となる行列である。nkや

n
(m)
k のように行列のサイズを表すパラメータは，以降の数式でも色々な記号で用いるが，す
べて非負の整数である。a(m) = ±1の場合は T

(m)
1 はすでに対角行列であり，したがって T1は

すでに対角行列であって対角化を考える必要はないので，以下では−1 < a(m) < 1の場合を考
える。

次に，制約条件 (3.76)から導かれる他の関係式 (F.9)，(F.10)，(F.11)，(F.12)を用いると，
非対角ブロックM

(m)[k−l]
k l は右上の添字 [k − l]によって分類され，適切な基底を選ぶことによ

り（別言すれば，適切なユニタリ変換により），それぞれ式 (F.21)，(F.22)，(F.27)，(F.28)，
(F.30)のように表せる形になることが分かる。その表式を用いると，行と列の適当な並び替え
によって T

(m)
1 はさらに T

(m)
1 = T

(m)′

1 ⊕ T
(m)′′

1 ⊕ T
(m)′′′

1 と表せるようなブロック対角型の形に
なり，それに応じてR

(m)
0 もR

(m)
0 = R

(m)′

0 ⊕ R
(m)′′

0 ⊕ R
(m)′′′

0 と表せるような形になる。ここで
R

(m)′

0 ，T (m)′

1 ，R(m)′′

0 ，T (m)′′

1 ，R(m)′′′

0 ，T (m)′′′

1 はそれぞれ，

(R
(m)′

0 )(kk−q) = ηkδkk−qIr(m) , (T
(m)′

1 )(kk−q) = M̂ (m)[q]U
(m)
k k−q, (3.82)

(R
(m)′′

0 )(kk−q) = ηkδkk−qIn(m)′
k

, (T
(m)′′

1 )(kk−q) = −1

3
I
n
(m)′
k

δq 0 +
2

3
Ũ

(m)
kk−qδq±2, (3.83)

(R
(m)′′′

0 )(kk−q) = ηkδkk−qIn(m)′′
k

, (T
(m)′′′

1 )(kk−q) = −1

2
I
n
(m)′′
k

δq 0 ±
√
3

2
Ũ

(m)
kk−qδq 3, (3.84)

と表せる。具体的に行列の形に書いたものは付録の式 (F.48)，(F.49)，(F.50)，(F.52)，(F.53)，
(F.54)に示す。M̂ (m)[1]は正の成分を持つ対角行列，つまり (M̂ (m)[1])ii > 0と表せるような行
列であり，M̂ (m)[2]と M̂ (m)[3]は非負の成分を持つ対角行列，つまり (M̂ (m)[2])ii ≥ 0ならびに
(M̂ (m)[3])ii ≥ 0と表せる行列である。また M̂ (m)[−q] = M̂ (m)[q]である。U (m)

k k−qは r(m) × r(m)の
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ユニタリ行列，Ũ (m)
kk−2と Ũ

(m)
kk−3はそれぞれ n

(m)′

k × n
(m)′

k および n
(m)′′

k × n
(m)′′

k のユニタリ行列で
ある。R(m)′′

0 と T
(m)′′

1 は a(m) = −1/3の場合にだけ現れ，R(m)′′′

0 と T
(m)′′′

1 は a(m) = −1/2のと
きにだけ現れる。

適切なユニタリ変換により，R(m)′

0 ，R(m)′′

0 ，R(m)′′′

0 を対角型に保ったまま，T (m)′

1 ，T (m)′′

1 ，
T

(m)′′′

1 を，その部分行列の全てが対角型であるような行列に同時に変換することができる。具
体的には式 (F.62)，(F.63)，(F.64)のような形になる。すると行と列の適切な並び替えにより，
R

(m)
0 と T

(m)
1 は 6× 6，3× 3，2× 2，1× 1の 4種類の部分行列が対角型に並んだ簡潔なブロッ

ク対角型行列の形になる。具体的には例えば，6× 6行列 1個と 1× 1行列 1個が並んだ 7× 7

行列だったり，2× 2行列 2個と 1× 1行列 1個が並んだ 5× 5行列だったりする。

ブロック対角型に書かれたR
(m)
0 と T

(m)
1 において 6 × 6部分行列が存在する場合，それら

の形は一般的に，式 (F.48)と (F.62)より，

r0 =


η

η2

−1
−η

−η2
1

 , t1 =


a6 a5 a4 a3 a2 a1
a1 a6 a5 a4 a3 a2
a2 a1 a6 a5 a4 a3
a3 a2 a1 a6 a5 a4
a4 a3 a2 a1 a6 a5
a5 a4 a3 a2 a1 a6

 , (3.85)

と表すことができる。a1，a2，a4，a5は複素数であり，a3は純虚数であり，a6は実数である。こ
れらは互いに独立ではなく，a4 = a2，a5 = −a1，2|a1|2+2|a2|2+ |a3|2+a26 = 1，|a1|2−|a2|2−
|a3|2+a26 = a6，2a2a6+a22 = a21−2a1a3，a1a6+a3a2+2a2a1 = a1，−a2a6+a21+a1a3+a22 = a2

，−2a3a6 + a1a2 − a1a2 = a3の関係がある。これらは境界条件 (3.76)をみたすために必要と
される。導出の詳細は省くが，式 (I.8)からも示唆されるように独立な要素の数は 2つである。
次節において，これらの 6 × 6部分行列 r0と t1は適切なゲージ変換により同時に対角化でき
ることが示される。

a(m) = −1/3の場合には，式 (F.49)および (F.63)より，R(m)
0 と T

(m)
1 は以下のような 3× 3

部分行列を対角ブロックに含む：

r′0 = e2πn
′i/6

 ω 0 0
0 ω2 0
0 0 1

 , t′1 =

 −1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

 . (3.86)

n′は整数であり，ω = τ 2 = e2πi/3は T 2/Z3で使用したものと同じである。この t′1 はゲージ変
換によって対角化することができない。

a(m) = −1/2の場合には，式 (F.50)および (F.64)より，R(m)
0 と T

(m)
1 は以下のような 2× 2
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部分行列を対角ブロックに含む。

r′′0 = e2πn
′′i/6

(
−1 0
0 1

)
, t′′1 =

(
−1

2
±

√
3
2
i

±
√
3
2
i −1

2

)
, (複号同順), (3.87)

n′′は整数である。これもまたゲージ変換によって対角化することができない。
T 2/Z4の場合と同様に，式 (3.86)に示されたような 3 × 3行列を 2つ組み合わせたり，式

(3.87)に示されたような 2×2行列を 3つ組み合わせたりして 6×6行列を作り，それを式 (3.85)

と同様にゲージ変換で対角化できるという場合も存在する。前者は n′の値の異なる 3× 3行列
を 2つ組み合わせた場合，後者は n′′の値の異なる 2× 2行列を 3つ組み合わせた場合である。
しかしそのような組み合わせから漏れた残りの 3× 3行列や 2× 2行列は，対角化できない対
角ブロック部分行列として残る。

a(m) = ±1の場合は，R(m)
0 と T

(m)
1 は先述したように式 (3.81)の段階ですでに対角型であ

り，したがって 1× 1部分行列を対角ブロックとする行列と言える。

3.8 ゲージ変換による対角化

本節では，T 2/Z2における 2×2部分行列 t1と t2，およびT 2/ZN (N = 3, 4, 6)におけるN ×N
部分行列 t1が，それぞれ適切なゲージ変換によって，r0を対角型の形に保ったまま対角化さ
れることを示す。

3.4節での議論の結果から，T 2/Z2におけるR0，T1，T2はそれぞれ以下の r0，t1，t2のよ
うな 2× 2ユニタリ行列を対角ブロックとするブロック対角型行列へと変換されるということ
が言える：

r0 = X, t1 = a1Y + a2I, t2 = b1Y + b2I. (3.88)

ここでXと Y は，
X ≡

(
−1 0
0 1

)
, Y ≡

(
0 1
1 0

)
, (3.89)

で定義される行列であり（式 (3.51)と (3.52)を参照），XY = −Y X である。また aiや biの
具体的な値はブロックごとに異なりうるが，それはここでの議論には影響しない。行列 t1や
t2の別の書き方として，

t1 = eiθ(1)Y , t2 = eiθ(2)Y , (3.90)

というものもある。ここで θ(1)や θ(2)は実数であり，ブロックごとに異なりうる。θ(1)と θ(2)

を用いると，a1，a2，b1， b2はそれぞれ，

a1 = i sin θ(1), a2 = cos θ(1), b1 = i sin θ(2), b2 = cos θ(2), (3.91)
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と表される。すると r0，t1，t2は，整数 l(1)と l(2)および式 (3.24)の τ を用いて

Ω(z, z̄) = ei(βz+β̄z̄)Y , β =
−θ(1) + l(1)π

2

(
1 +

Re τ

Im τ
i

)
−

−θ(2) + l(2)π

2

i

Im τ
, (3.92)

と書かれるΩ(z, z̄)を用いたゲージ変換，

r̃0 = Ω(−z,−z̄)r0Ω†(z, z̄) = r0, t̃1 = Ω(z + 1, z̄ + 1)t1Ω
†(z, z̄) = (−1)l(1)I,

t̃2 = Ω(z + τ, z̄ + τ̄)t2Ω
†(z, z̄) = (−1)l(2)I, (3.93)

によって対角化されることが分かる。

同様にして，T 2/ZN (N = 3, 4, 6) におけるR0と T1は，次のようなN ×N ユニタリ行列
を対角ブロックとするブロック対角型行列として書ける：

r0 = X, t1 =
N∑
p=1

apY
p. (3.94)

ここでXと Y は

X ≡


τ

τ 2

. . .

τN−1

1

 , Y ≡


1

1
1

. . .

1

 , (3.95)

と定義される（式 (3.62)，(3.74)，(3.85)を参照)。また τ = e2πi/Nであり，ap (p = 1, 2, · · · , N)

は例えばN = 3であればa31+a
3
2+a

3
3−3a1a2a3 = 1，|a1|2+|a2|2+|a3|2 = 1，a1a3+a3a2+a2a1 = 0

といった関係を満たす数である。Xと Y の間の交換関係はXY = τ−1Y Xである。

ap間の関係は αj ≡
∑N

p=1 apτ
jpを用いると簡略に

|αj|2 = 1, (j = 1, · · · , N), for N = 3, 4, 6, (3.96)

α1α2α3 = 1, for N = 3, (3.97)

α1α3 = α2α4 = 1, for N = 4, (3.98)

α1α4 = α2α5 = α3α6 = 1, α1α3α5 = α2α4α6 = 1, for N = 6, (3.99)

と書ける。そしてこれらを駆使すると，t1は

t1 =
N∑
p=1

apY
p = ei(θY+θ̄Y N−1), (3.100)
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N peculiar constraints β r̃0 t̃1

3 t1t2t3 = I −θ − 2
3
πl̃ r0 ω l̃I

4 t1t2t3t4 = I, t1t3 = t2t4 = I −θ + 1+i
2
πl̃ r0 (−1)l̃I

6 t1t2t3t4t5t6 = I, t1t4 = t2t5 = t3t6 = I, t1t3t5 = t2t4t6 = I −θ r0 I

Table 2: Peculiar constraints and gauge transformed matrices

と表せることが分かる。式 (3.96) – (3.100)の導出は付録 Iに示す。

式 (3.100)に基づき，r0と t1に対して，

r̃0 = Ω(τz, τ̄ z̄)r0Ω
†(z, z̄), t̃1 = Ω(z + 1, z̄ + 1)t1Ω

†(z, z̄), (3.101)

というゲージ変換を行うとする。このときゲージ変換の関数Ω(z, z̄)として

Ω(z, z̄) = ei(βzY+β̄z̄Y N−1) (3.102)

を用い，その中の βとしては l̃を整数としてTable 2に掲載したものを用いると，r̃0と t̃1は同
時に対角化される。それらが具体的にどのような行列になるのかもTable 2に掲載した。

他方，T 2/Z4でのR0と T1には，対角ブロックとして

r′0 = in
′
(

−1 0
0 1

)
, t′1 =

(
0 1
1 0

)
, (n′ :整数), (3.103)

という 2× 2行列が含まれうるのであった。この場合，r′0を対角型に保ちつつ t′1を対角化する
ことはできない。

同様にして，T 2/Z6のR0と T1には 3× 3行列

r′0 = e2πn
′i/6

 ω 0 0
0 ω2 0
0 0 1

 , t′1 =

 −1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

2
3

2
3

2
3

−1
3

 , (n′ :整数), (3.104)

および 2× 2行列，

r′′0 = e2πn
′′i/6

(
−1 0
0 1

)
, t′′1 =

(
−1

2
±

√
3
2
i

±
√
3
2
i −1

2

)
, (3.105)

(n′′ :整数, 複合同順),

が対角ブロックとして含まれ得たが，これらもゲージ変換によって同時対角化することはでき
ない。具体的には，r′0を対角型に保ちつつ t′1を対角化したり，r′′0 を対角型に保ちつつ t′′1を対
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角化することができない。T 2/Z4における式 (3.103)の行列も，T 2/Z6における式 (3.104)およ
び (3.105) の行列も，ひねり行列に対して要請されるすべての関係式を満たし，したがってひ
ねり行列の対角ブロックを担う部分行列としての要件を満たしているが，対角化することはで
きない。

t′1や t′′1 を対角化するゲージ変換が存在しないことは，それらの部分に対応した連続的な
ウィルソンライン位相が存在しないということと関連付けて理解できる。ウィルソンライン位
相は，例えばAM (M = 0, 1, 2, 3, 5, 6)の余剰次元成分A5とA6（添字を 4と 5でなく 5と 6と
するのは慣例である）をAz = (A5 − iA6)/2およびAz̄ = (Az) = (A5 + iA6)/2へと組み直し，
これらの真空期待値 ⟨Az⟩と ⟨Az̄⟩を用いて Ŵ1 = eig(⟨Az⟩+⟨Az̄⟩)T1 および Ŵ2 = eig(τ⟨Az⟩+τ̄⟨Az̄⟩)T2

と表したものの固有値の位相部分として定義される。ここで |λ1| = 1とおかれていることを
用いた。連続的なウィルソンライン位相とは，⟨Az⟩と ⟨Az̄⟩が（変数として）関係する位相を
指す。他方，⟨Az⟩が常にゼロであり，そのため Ŵ が常に T1や T2のようなひねり行列と等値
なものとして固定されているとき，そのような Ŵ の固有値の位相は「離散的なウィルソンラ
イン位相」と呼ばれる。そこで T 2/ZN における ⟨Az⟩を見てみると，⟨Az⟩はZN 回転のもとで

R0⟨Az⟩R−1
0 = τ⟨Az⟩, (3.106)

と変換されなければならない。これは R0 がどのような行列で表されようと ZN 回転に対応
した行列である限りは必ず成立する式である。しかしこの関係式を満たす ⟨Az⟩がゼロ以外に
存在しない。行列 ⟨Az⟩の中で式 (3.103)や (3.104)の r′0，および式 (3.105)の r′′0 に対応する
部分については，この関係式を満たすものがゼロ以外に存在しない。したがって例えば行列
Ŵ1 = eig(⟨Az⟩+⟨Az̄⟩)T1の中で t′1に対応する部分 ŵ′

1は恒常的に ŵ′
1 = t′1となり，ŵ′

1の固有値は t′1

の固有値 {1,−1}に固定される。言い換えれば，そこに対応するウィルソンライン位相 {θj}w′
1

は {1,−1} = {e2πi, eπi}の位相部分 {0, π} (mod 2π)に固定され，それ以外の値を取り得ない
定数となる。このような場合，「連続的なウィルソンライン位相（の自由度）が存在しない」と
言われる。他方，式 (3.102)のゲージ変換でR0を対角型に保ちつつ T1を対角化するとき，行
列 βY をΘとすると，

R0 → ei(τzΘ+τ̄ z̄Θ̄)R0e
−i(zΘ+z̄Θ̄) = R0, (3.107)

を満たすようなΘの中から，

T1 → ei((z+1)Θ+(z̄+1)Θ̄)T1e
−i(zΘ+z̄Θ̄) (3.108)

を対角にするものを探す，ということになる。式 (3.107)は整理すると，

R0ΘR
−1
0 = τΘ, (3.109)
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となる。これは式 (3.106)と同じ形をしている。そしてやはり行列Θの中で式 (3.103)や (3.104)

の r′0，および式 (3.105)の r′′0に対応する部分についてはΘ = 0以外に解がない。したがって式
(3.108)の中で t′1や t′′1に対応する部分については，t′1 → t′1や t′′1 → t′′1とならざるを得ず，違う
形に変換することが出来ない。まとめると，式 (3.106)と (3.109)から分かるように ⟨Az⟩とΘ

とは連動しており，そして ⟨Az⟩の自由度が存在しないことは連続的なウィルソンライン位相
の自由度が存在しないことと対応している。したがって t′1，t′′1を対角化するΘの自由度が存
在しないことは，連続的なウィルソンライン位相の自由度が存在しないことと対応している。

3.9 物理的意味の考察
3.9.1 ゲージ群の階数の減少による対称性の破れ

今回の結果を通じて明確になってきた議論として，ゲージ群における階数の減少（ランク落
ち；rank reduction）との関わりを挙げることができる。

一般に高次元模型における 4次元有効理論での物理的な対称性はウィルソンライン位相の
動力学的過程（dynamics）と場の境界条件とによって，細谷機構と呼ばれるプロセスを通じ
て決定される [29, 30, 31]。具体的な定式化のひとつは以下のようなものである。ひねり行列
の組（T 2/ZN の場合は (R0, T1, T2)）によって境界条件が与えられると各場のカルツァ・クラ
イン展開が決まるとともに，ウィルソンライン位相についての有効ポテンシャル Veffを計算す
ることができる。Veff の最小値はAz の真空期待値 ⟨Az⟩において得られる。この ⟨Az⟩と上述
のカルツァ・クライン展開によって物理的な対称性が決定される。どのような対称性が実現さ
れるかについては，次の洗練された計算法が確立されている。Ω(z, z̄) = eig(⟨Az⟩z+⟨Az̄⟩z̄)による
ゲージ変換を行うと ⟨Az⟩が ⟨A′

z⟩ = 0へと変換されるが，この時ひねり行列は，

(R0, T1, T2) → (Rsym
0 , T sym

1 , T sym
2 )

= (Ω(τz, τ̄ z̄)R0Ω
†(z, z̄), Ω(z + 1, z̄ + 1)T1Ω

†(z, z̄), Ω(z + τ, z̄ + τ̄)T2Ω
†(z, z̄)), (3.110)

へと変換される。すると物理的なゲージ対称性は (Rsym
0 , T sym

1 , T sym
2 )と交換する生成子 T aに

よって与えられること，すなわち，

Hsym =
{
T a; [T a, Rsym

0 ] = [T a, T sym
1 ] = [T a, T sym

2 ] = 0
}
, (3.111)

なる T aの集合Hsymで与えられることが分かっている。

さて，このときゲージ群の階数は Rsym
0 および T sym

m と交換するカルタン部分環（Cartan

subalgebra）の元の数（互いに交換する Taの数）と一致することになる。したがってRsym
0 と
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T sym
m が対角型である場合には階数の減少は起こらない。階数の減少が起こらないということは，
対称性の破れも起こらない可能性があるということである。ただし可能性であって必ず破れな
いということではない。階数の減少を伴わない対称性の破れ（例えば SU(3) → SU(2)×U(1)

など）もあるからである。しかし少なくとも階数の減少は起こらない。言い換えれば，ウィ
ルソンライン位相の真空期待値のパラメータ空間において一般の点では階数の減少が起こる
が，対角型のR0と Tmが同値類に含まれるときは，そのような対角型のR0と TmをRsym

0 お
よび T sym

m として実現するような点（つまり ⟨Az⟩をゼロにすると同時にR0と Tmを対角化す
るようなゲージ変換が存在する点）が，他の点に比べて対称性の高い点（symmetry-enhanced

points）として存在する，とも言える。

それとは対照的に，T 2/Z4において t′1が存在する場合や T 2/Z6において t′1や t′′1が存在す
る場合には，必ず階数の減少が生じる。それらは離散的な値（式 (3.103)，(3.104)，(3.105)に
書かれているものに比例した値）をとり，対角化しえないからである。その中で 2× 2の行列
すなわち式 (3.103)における t′1および式 (3.105)における t′′1は式 (3.90) に含まれていることに
注意されたい。同様に 3× 3行列すなわち式 (3.104)における t′1のほうは式 (3.94) に含まれて
いる。それらはそれぞれZ2オービフォルドおよびZ3オービフォルドではゲージ変換で対角化
されたのであった。また式 (3.106)を満たすような ⟨Az⟩が連続量となり，したがってそれをゼ
ロに変換するゲージ変換と行列 t1を対角化するゲージ変換とが一致するという可能性があっ
た。しばしば用いられる言語表現で言えば，「ウィルソンライン位相の自由度を用いて」行列
t1が対角化されるという可能性があった。そして上の段落で述べたように階数の減少が生じな
い可能性があった。しかしその自由度はZ4やZ6オービフォルドでは，群が拡大されたことに
よって入ってきた新しい要素（たとえばR2

0 = IからR4
0 = Iへと変わったことにより，R0の

対角要素として虚数 iが入ってきうるようになったことなど）のために制限（project out）さ
れてしまった。⟨Az⟩を行列で表現した時にその中で t′1や t′′1に対応する部分は T 2/Z4や T 2/Z6

では常にゼロであり，したがってそこをゼロに変換するゲージ変換というものは（Ω = 1とい
う恒等変換以外には）存在しないから，ゲージ変換に伴い t′1や t′′1が対角化されるという可能
性も存在しない。つまり階数が減少しないという可能性が存在しない。先述した「連続的／
離散的ウィルソンライン位相」という用語を用いて言えば，t′1や t′′1は T 2/Z4や T 2/Z6では離
散的ウィルソンライン位相（であるような部分）になる，ということである。そして「T 2/Z4

や T 2/Z6で t′1や t′′1が存在する場合，そこが離散的ウィルソンライン位相（であるような部分）
になって階数の減少がどのような真空でも必ず生じる」ということになる。

整理すると，同じ 2× 2部分行列や 3× 3部分行列でも，それが T 2/Z2や T 2/Z3で現れた
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ときには連続的ウィルソンライン位相を成し，対角化されて階数の減少を生じない可能性が
あったのだが，T 2/Z4や T 2/Z6で部分群の要素として現れたときには離散的ウィルソンライ
ン位相になり，必ず階数の減少を生じる，ということになる。このことは，ZN オービフォル
ドにおいてN が素数でないときには，部分行列 t′1および／または t′′1の存在による階数の減少
が，どのような真空でも必ず生じるという場合がありうることを示唆している。

文献 [48, 49]では，オービフォルドが形成されるときのゲージ群の階数の減少について調
べられている。そこでは離散的ウィルソンライン位相による階数の減少は無いということが指
摘された。これは上に述べたことと異なる。しかしそれらの研究ではほぼZ2オービフォルド
のみを対象として議論が行われている。つまり上の段落の記述でいえばZN オービフォルドに
おいてNが素数の場合を議論の対象としている。回転操作R0と交換しない離散的ウィルソン
ライン位相の可能性，つまり式 (3.103)の t′1，(3.104)の t′1，(3.105)の t′′1の可能性については
調べられていない。本研究の結果は彼らの結果がすべてのZN オービフォルドに一般化できる
ものではないことを示すものである。

3.9.2 具体例

ここでは T 2/Z4の場合を例にとって具体的な境界条件を３つ挙げる。

まず１つ目の例として，6次元でSU(6)の対称性をもつ理論であって余剰次元がT 2/Z4オー
ビフォルドを形成し，その境界条件に対応するひねり行列が，

R0 =


−1

1
1

1
1

1

 , T1 =


1

1
1

−1
−1

−1

 , (3.112)

のように対角型に表示されるものを考える。3.6節の言葉で言えば，これは両行列がすべて 1×1

行列からなるものの例である。

この境界条件によって 4次元有効理論においては対称性の破れが生じ，SU(6)対称性は
SU(3)×SU(2)×U(1)2へと破れる。余剰次元が 2次元でなく 1次元でありT 2/Z4でなくS1/Z2

であるという場合にこの境界条件が課せられているのであったら，連続的なウィルソンライン位
相の自由度によってSU(2)×U(1)の部分左上のdiag(−1, 1, 1)の部分はさらにSU(2)×U(1) →
U(1)へと破れうる。これは実際に電弱対称性の破れを模するものとして使われうる [16, 17]。
しかし今考えているT 2/Z4のケースでは，その部分に対応する連続的なウィルソンライン位相
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の自由度がなく，したがって階数の減少は起こらない。つまりそのSU(2)×U(1)の部分がさら
にSU(2)×U(1) → U(1)へと破れることはない。少し具体的に述べると，このR0を式 (3.106)

に代入し，T 2/Z4なので τ = e2πi/4 = iを代入すると，解として得られる ⟨Az⟩のうち，R0の
左上の diag(−1, 1, 1)に対応する部分については，零行列以外に解がない。したがって，そこ
を零にするゲージ変換というものが恒等変換以外には存在せず，それに伴ってR0や T1のほう
でそこに対応する部分が非対角型に変換されて階数が下がる，という可能性が存在しない。

次に，T 2/Z4の場合においてウィルソンライン位相の自由度が対称性の破れを起こす場合
を見るために，上の一番目の例を少し改変して，SU(8)対称性（階数は 7）をもつ理論におい
て境界条件が次のようなひねり行列，

R0 =



i
−1

−i
1

1
1

1
1


, T1 =



1
1

1
1

1
−1

−1
−1


, (3.113)

を持つ場合を考える。3.6節の言葉で言えば，これは両行列が 1個の 4 × 4部分行列（左上の
部分行列）と 4個の 1× 1部分行列からなる形になっている場合である。T1の側の 4× 4部分
行列はTable 2のN = 4の行において l̃を偶数としたものとなっている。

この境界条件の元で SU(8)対称性は 4次元有効理論においては SU(3) × SU(2) × U(1)4

（階数は 7）に破れる。そしてさらにウィルソンライン位相の自由度が存在する結果，⟨Az⟩を
ゼロにするようなゲージ変換に伴い T1の左上の 4 × 4行列は一般には式 (3.74)で表されるよ
うな必ずしも対角型でない形へと変換される。非対角型へと変換された場合，その 4 × 4行
列のブロックとその下のもうひとつの 1× 1行列のブロックとを合わせた 5× 5行列に対応し
ていた対称性が破れ，SU(2)× U(1)3 → U(1)となる。これもまた電弱対称性の破れを模する
ものとして用いられうる。先述した第一の例と異なり，こちらの第二の例は，T 2/Z4におけ
る連続的なウィルソンライン位相によって階数の減少が起こりうる例となっている。上述の
SU(2) × U(1)3 → U(1)という対称性の破れに伴い，その部分の階数は 4から 1へと下がり，
したがって全体の階数も 7から 4へと下がる。

次に挙げる第三の例は，連続的なウィルソンライン位相の関与なしに階数の減少が起こる
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例である。SU(7)対称性をもつ理論（階数は 6）において境界条件が次のようなひねり行列，

R0 =



−1 0
0 1

1
1

1
1

1


, T1 =



0 1
1 0

1
1

−1
−1

−1


, (3.114)

で書かれる場合を考える。3.6節の言葉で言えば，これは左上に 2× 2部分行列，その右下に５
つの 1 × 1部分行列を並べたものである。そしてそこで述べたように，T 2/Z4における 2 × 2

の対角ブロックは対角行列にすることができない。

このとき SU(7)対称性は SU(3)×SU(2)×U(1)2 （階数は 5）へと破れる。そしてそれは，
左上の 2× 2部分行列が対角型でないことによって生じる階数の減少を伴っている。これは先
述した第二の例とは異なり，連続的なウィルソンライン位相の自由度によらずに階数の減少が
起こる例となっている。
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4 まとめと考察

本研究ではオービフォルド T 2/ZN (N = 2, 3, 4, 6) 上にコンパクト化された SU(n) もしくは
U(n)ゲージ理論について，そのひねり行列の組の同値類の中に必ず対角型のものが存在する
かどうかを調べた。より具体的には，各オービフォルド条件においてひねり行列の組に課せ
られる制約条件を活用し，適切なユニタリ変換およびゲージ変換によってすべてのひねり行
列を同時対角化することができるかどうかを調べた。結果として T 2/Z2と T 2/Z3については，
全ての行列が対角型であるようなひねり行列の組が各同値類ごとに少なくともひとつ存在す
る，ということが示されたが，T 2/Z4と T 2/Z6についてはそれは示されなかった。T 2/Z4と
T 2/Z6の場合でもブロック対角化まではでき，そして対角ブロックの一部は前者の場合は 4×4

の行列，後者の場合は 6× 6の行列になって，これらはゲージ変換により対角化できる。しか
しそれら以外に，T 2/Z4の場合には 2 × 2行列（式 (3.103)における t′1），T 2/Z6の場合には
3 × 3または 2 × 2行列の部分行列（式 (3.104)における t′1および式 (3.105)における t′′1)が対
角ブロックに含まれる可能性があり，それらの部分は対角化できない。

t′1や t′′1を対角化するゲージ変換が存在しないことは，それらを含んだブロック対角型の表
示に対応した連続的ウィルソンライン位相が存在しないことと関連している。3.9.1節で述べ
たように，連続的ウィルソンライン位相のパラメータ空間において一般の点では階数の減少
が生じるが，R0と Tmが対角型でありうる場合，特殊な点として対称性が促進される点も存
在する。それとは対照的に，T 2/Z4で t′1が存在する場合や T 2/Z6で t′1，t′′1が存在する場合は，
必ず階数の減少が生じる（3.9.2節の第三の例参照）。それらの部分行列は離散的な値を持つも
のであること，そして本研究の結果は ZN オービフォルドでN が素数でない場合には離散的
ウィルソンライン位相によって階数の減少を伴った対称性の破れが起こる例を示すことになっ
たこと，が注目される。

本研究では T 2/Z4と T 2/Z6のひねり行列において一般には対角化できないブロックが存在
しうることが示された。ひねり行列が対角化できないということが持ちうる意味のひとつは，
一般にひねり行列が対角型でないとゲージ場AM =

∑
aA

a
µT

a（T aはゲージ群の生成子）の各
成分Aaµや，フェルミオンの基本表現や随伴表現の各成分に対する境界条件が，複数の成分が
絡み合ったものになり，カルツァ・クライン展開を求めるのが困難になることである。そのた
め有効ポテンシャルの計算も難しくなる。仮にひねり行列のN ×N の成分がすべてゼロでな
い値を持ったら，例えばAaµの境界条件はN2 − 1個のAaµ (a = 1, . . . , N 2 − 1) がすべて絡み
合った方程式となって，各Aaµのモード展開を求めるのは困難に見える。しかし今回の計算の
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結果 T 2/Z4では，対角化できない場合があるといってもブロック対角化までは持っていくこ
とができ，しかも対角ブロックの中に式 (3.103)で t′1として示した 2× 2の非対角行列が含ま
れるだけのことであることが示された。そして t′1の形を見ると，ここに対応するゲージ場や
フェルミオン場の成分は 2章の式 (2.135)においてA1

y(x, y)やA5
y(x, y)のモード展開を求めた

ときと同様にして求められることが分かる。したがって，対角化できないとはいっても，多く
の計算にとっては十分に簡潔な形になると思われる。他方，T 2/Z6のほうでは，非対角ブロッ
クとして現れる 3× 3行列の t′1（式 (3.104)参照）や 2× 2行列の t′′1（式 (3.105)参照）が，それ
ぞれ 9個および 4個の行列要素のうちゼロであるものがひとつもないという形になっている。
ここではモード展開を求めるのは容易ではないように見える。それらの場合にも必ずモード展
開を導出できるような方法があるかどうかは現在調査中である。

本稿ではゲージ群を SU(n)もしくはU(n)に限定した。それは今回行った計算において各
部分行列を対角化するユニタリ変換が対称性変換（対称性を保つ変換）の一部であることを保
証するためである。より一般的なゲージ群への拡張は今後の重要な課題のひとつである。さら
に，年来の問題である「任意性問題」もまだ残されている。「任意性問題」とは，実験と観測
から得られる現象論的情報に依存せずに境界条件を設定することはできるか，という問題であ
る。現状では，例えば模型の予測が現象論的に観測されているデータと合うように，あるいは
その都度の理論的動機にとって都合のよいように，研究者が任意に境界条件を設定している。
そうではなく，場の境界条件を理論的に決定する原理や機構を見つけることができるか，とい
う課題は，現在もなお挑戦的な課題となっている。
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A カルツァ・クライン質量の計算のより完全な記述

2.1.2節と 2.1.3節では議論の単純化のためAy(x, y)が定数をとったとして各場のカルツァ・ク
ライン質量の計算を紹介した。そしてAy(x, y)が定数をとるということはAy(x, y)が真空期待
値をとることであるとして，真空期待値と結びつけた。より完全な記述としては，少し議論
が複雑になるが，Ay(x, y)についても他の場と同様にカルツァ・クライン展開を考え，その各
モードがどうなるのかを丁寧に見ながら記述するのが自然である。以下にその概要を述べる。

2.1.2節で述べた U(1)ゲージ理論を再び考える。関連する数式を再掲すると次のようにな
る。まずラグランジアン密度は

L = − (DMΦ)†DMΦ− 1

4
FMNF

MN , (A.1)

で与えられるものとする。そして作用は y ∼ y + 2πRの条件によって

S̃ =

∫
d4x

∫ 2πR

0

{
− (DMΦ)†DMΦ− 1

4
FMNF

MN

}
, (A.2)

で与えられるとする。そしてΦ(x, y)とAM(x, y)に対する境界条件を

Φ(x, y + 2πR) = Φ(x, y), (A.3)

AM(x, y + 2πR) = AM(x, y), (A.4)

であると設定すると，Φ(x, y)とAM(x, y)は，

Φ(x, y) =
∞∑

n=−∞

Φ(n)(x) ei
n
R
y, (A.5)

AM(x, y) =
∞∑

n=−∞

A
(n)
M (x) ei

n
R
y, (A.6)

とカルツァ・クライン展開される。2.1.2節ではAy(x, y)については定数Ay(x, y) = θH/(2πgR)

がとられたとし，Aµ(x, y)についてだけ上記のカルツァ・クライン展開を用いた。ここでは
Ay(x, y)についても式 (A.3)を用いる。それらを作用 (A.2)に代入すると，

S̃ =

∫
d4x {LΦ(x) + LA(x)} ,

LΦ(x) =
∞∑

n=−∞

{
−
(
DµΦ

(n)
)†
DµΦ(n) +

n2

R2
Φ(n)†Φ(n)

−2
n

R
gA(0)

y Φ(n)†Φ(n) + g2A(0)
y A(0)

y Φ(n)†Φ(n)
}
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+
∑

n−m+l=0,
l ̸=0

{
−2

n

R
gA(l)

y Φ(n)†Φ(m)
}
+

∑
n−m+l+l′=0,

l,l′ ̸=0

g2A(l)
y A

y(l′)Φ(n)†Φ(m),

LA(x) = −1

4
F (0)
µν F

(0)µν − 1

2
∂µA

(0)
y ∂µA(0)

y

+
∞∑
n=1

{
−1

4
F (n)
µν F

(n)µν − 1

2

n2

R2

(
A(n)
µ − R

n
∂µA

(n)
y

)(
A(n)µ − R

n
∂µA(n)

y

)}
, (A.7)

のように書けるものになる。ここでΦ(n)(x)をΦ(n)，A(n)
M (x)をA

(n)
M のように略記した。Φ(n)(x)

の nは−∞ ≤ n ≤ ∞，A(n)
M (x)の nは 0 ≤ n ≤ ∞の範囲をとる。A(n)

M (x)のほうで 0 ≤ n ≤ ∞
とするのは，式 (2.24)の下でも部分的に述べたように，AM(x, y)が実数であることを要請する
とA

(n)
M (x) = A

(−n)
M (x)となるためである。その上でLΦ(x)の第 3項の和は，n−m+ l = 0かつ

l ̸= 0を満たすような n,m, lの組み合わせで和をとることを意味する。第 4項も同様である。

まずLΦ(x)に着目する。LΦ(x)の第 3項と第 4項はA
(0)
y (x)とΦ(n)(x)との相互作用項となっ

ている。しかしここでA
(0)
y (x)が真空期待値 ⟨A(0)

y ⟩をとり，⟨A(0)
y ⟩とそのまわりのゆらぎA

(0)q
y (x)

によってA
(0)
y (x) = ⟨A(0)

y ⟩+A
(0)q
y (x)と表せるようなものになると，A(0)

y (x)を ⟨A(0)
y ⟩で置き換

えた項が出てきてこれがΦ(n)(x)の質量項を成す。具体的に ⟨A(0)
y ⟩が ⟨A(0)

y ⟩ = θH/(2πgR)とい
う値をとれば，Φ(n)(x)の質量mnはLΦ(x)の第 2項と合わせてm2

n = (n− θh/2π)
2/R2のよう

に求まり，2.1.2節で述べたものと一致する。2.1.2節での計算は Φ(n)(x)の質量生成に関する
この本質的部分を抽出したものと言える。

次にLA(x)に着目する。ここで注目されるのは第 2項および和の項（第 3項および第 4項）
である。第 2項は質量ゼロのスカラー場A

(0)
y の運動項であり，和の項は

B(n)
µ ≡ A(n)

µ − R

n
∂µA

(n)
y , (A.8)

で定義される，質量n/Rをもったベクトル場B
(n)
µ のラグランジアンという体裁をなしている。

和の中の F
(n)
µν は F

(n)
µν = ∂µAν − ∂νAµであるが，

∂µBν − ∂νBµ

= ∂µ(A
(n)
ν − R

n
∂νA

(n)
y )− ∂ν(A

(n)
µ − R

n
∂µA

(n)
y )

= ∂µAν − ∂νAµ, (A.9)

なので，F (n)
µν = ∂µBν − ∂νBµでもある。するとこれは，ヒッグス機構においてヒッグス場の位

相部分 φ(x)とゲージ場Aµ(x)との組み合わせで定義されるベクトル場が質量を持つようにな
るのと同じ構造をしている。ここではA

(n)
y (x)がφ(x)の働きをしている。ヒッグス機構ではし
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ばしば「ゲージ場（自由度 2）がボソン場φ(x)（南部ゴールドストンボソンとして出現し得た
場）の自由度（1）を取り込んで自由度 3の場となり，質量を得た」などと表現されることが
あるが，ここでもそれと同じ構造が見られる。ゲージ場A

(n)
µ (x)（自由度 2）が，零質量のスカ

ラー場A
(n)
y (x)の自由度（1）をとりこんで自由度 3の場となり，質量を得た，という形になっ

ている。したがって U(1)ゲージ理論の次元簡約において n ̸= 0のA
(n)
µ (x)が質量 n/Rを持つ

というのは，「A(n)
µ (x)がAy(x, y)の n次のモードA

(n)
y (x)を取り込んで質量を得たものである」

と理解することもでき，これはヒッグス機構と類似している。なおヒッグス機構におけるφ(x)

はヒッグス場のポテンシャルの SO(2)対称性が破れたことに伴う南部・ゴールドストンボソ
ン（として現れ得た場。いわゆるwould-be Nambu-Goldstone boson）であるが，A(n)

y (x)は 5

次元ゲージ場AM(x, y) =
∑
A

(n)
M (x)einy/Rの各 nの項が持っていた 5次元時空回転対称性（5

次元ローレンツ対称性）がA
(n)
µ (x)の 4次元時空回転対称性（4次元ローレンツ対称性）に破

れたことに伴う各 nごとの南部・ゴールドストンボソン（として現れ得た場）と考えられる。

SU(N)ゲージ理論になると細谷機構が働いて ⟨A(0)
y ⟩の成分も寄与してくるようになり，そ

れもまた興味深いものではあるが，その構造の完全な記述は複雑であり，本論文の主題に関わ
るものではないので割愛する。簡易的には 2.1.3節の終盤に述べたように記述できる。ただし，
2章で紹介した知識からすぐに言えることとして，まず，細谷機構にとって重要なウィルソン
ライン位相に寄与するのはA

(0)
y (x)のみである。それは

Ŵ (x) = P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dyAy(x, y)

}
U

= P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dy
∞∑

n=−∞

A(n)
y (x) ei

n
R
y

}
U

= P exp

{
−ig

∫ 2πR

0

dyA(0)
y (x)

}
U, (A.10)

から分かる。したがって細谷機構に寄与するのは ⟨A(0)
y ⟩のみである。次に，この Ŵ の固有値

から求められるウィルソンライン位相 {θj}はゲージ不変であるが，⟨A(0)
y ⟩はゲージ変換によっ

てゼロに変換されうるものである。U = I のとき ⟨A(0)
y ⟩はウィルソンライン位相 {θj}を用い

て ⟨A(0)
y ⟩ = 1

2πgR
diag(θ1, θ2, . . . , θN)（式 (2.35)参照）のように書かれうるが，これは ⟨A(0)

y ⟩が
不変であることを意味するものではない。適切なゲージ変換によってその ⟨A(0)

y ⟩はすぐにゼ
ロにすることができる。しかしそのゲージ変換は {θj}の値を含むものとなるので，そのゲー
ジ変換によって同時にU = Iが変換されるときに，{θj}の値はU の中に入ってくる。そして
そのU を用いてウィルソンライン位相を計算すると，やはり {θj}となる。ここから言えるの
は，SU(N)模型で細谷機構によって対称性の破れが起きるとき，言い換えればA

(0)
µ やA

(n)
µ が
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質量をもつとき，そこには ⟨A(0)
y ⟩だけでなくひねり行列 U の内容も関与してくるということ

である。

LA(x)の第 2項は，A(0)
y (x)が真空期待値 ⟨A(0)

y ⟩をとった場合も依然として残る。A(0)
y (x)が

⟨A(0)
y ⟩とそのまわりのゆらぎA

(0)q
y (x)によってA

(0)
y (x) = ⟨A(0)

y ⟩+A
(0)q
y (x)と表されたとき，こ

の項はA
(0)
y (x)をA

(0)q
y (x)に置き換えただけのものとして残る。したがってこの模型では，4次

元有効理論に質量ゼロのスカラー場A
(0)q
y (x)が現れることになる。しかし 2.2.1節で見るよう

に，余剰次元をオービフォルドにするとこのA
(0)q
y (x)は消え得る。模型によっては，それもま

た余剰次元をオービフォルドにすることの利点であるかもしれない。

B ひねり行列が非対角型であるときのAa
M(x, y)のカルツァ・ク

ライン展開の一例

ここでは S1/Z2の SU(3)ゲージ理論において，ひねり行列の組が式 (2.128)，すなわち

P0 =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 , P1 =

−1 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , (B.1)

で与えられた場合の，AM(x, y) =
∑8

a=1A
a
M(x, y)T aの成分AaM(x, y)のカルツァ・クライン展

開について例を示す。ここで T a (a = 1, . . . , 8)は SU(3)の生成子である。ここに述べる導出
の過程は，他の場合のカルツァ・クライン展開を求める際にも参考になると期待される。6

A1
y(x, y)と A5

y(x, y)の場合を例にとる。式 (B.1)のようにひねり行列が与えられたとき，
A1
y(x, y)と A5

y(x, y)の境界条件は相互に依存しあう形になり，それぞれ式 (2.133)および式
(2.134)，すなわち

A1
y(x,−y) = A1

y(x, y),

A1
y(x, πR − y) = A5

y(x, πR + y), (B.2)

および，

A5
y(x,−y) = −A5

y(x, y),

A5
y(x, πR − y) = A1

y(x, πR + y), (B.3)

6ここに示す計算は，私が本論文執筆にあたってこの部分で煮詰まっていた際に，指導教員の川村先生に教え
ていただきました。川村先生にご指導いただいた内容はここだけにとどまりませんが，あらためて感謝を述べさ
せていただきます。
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のようになる。それぞれの第 2式について，y → y − πRという置き換えを行うと，

A1
y(x,−y) = A1

y(x, y),

A1
y(x, 2πR− y) = A5

y(x, y), (B.4)

および，

A5
y(x,−y) = −A5

y(x, y),

A5
y(x, 2πR− y) = A1

y(x, y), (B.5)

となり，扱いやすくなる。まず，それぞれの第 1式に着目すると，A1
y(x, y)は yについての偶

関数，A5
y(x, y)は yについての奇関数であるから，適当なパラメータ γを用いて，

A1
y(x, y) =

∞∑
n=1

A1(n)
y (x) cos

n− γ

R
y,

A5
y(x, y) =

∞∑
n=1

A5(n)
y (x) sin

n− γ

R
y, (B.6)

と書ける。和は n = 1からとしたが，n = 0からでもよい。γの範囲は計算の最後に適当なも
のをとるとする。次に，これらが式 (B.4)および (B.5)の第 2式をも満たすものになっている
かどうかを見る。言い換えれば，A1(n)

y (x)，A5(n)
y (x)，γの適切な設定によってそれらの式をも

満たせるようになるかどうかを見る。これらを式 (B.4)の 2番目の式に代入すると，

A1
y(x, 2πR− y) =

∞∑
n=1

A1(n)
y (x) cos

{
n− γ

R
(2πR− y)

}
=

∞∑
n=1

A1(n)
y (x) cos

(
n− γ

R
y + 2πγ

)
=

∞∑
n=1

A5(n)
y (x) sin

n− γ

R
y, (B.7)

となる。すると，cos
(
χ± π

2

)
= ∓ sinχ，cos

(
χ± 3π

2

)
= ± sinχであるから，γの範囲を−1 <

γ < 1として γ = ±1
4
もしくは γ = ±3

4
とおけば，A1(n)

y (x) = ∓A5(n)
y (x)もしくは A

1(n)
y (x) =

±A5(n)
y (x)のもとで等式が成立することが分かる。同様にして式 (B.5)の第 2式からも，同じ

結果が得られる。したがって式 (B.4)および (B.5)の解としては，

A1
y(x, y) =

∞∑
n=1

A1(n)
y (x) cos

n− γ

R
y,
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A5
y(x, y) =

∞∑
n=1

A5(n)
y (x) sin

n− γ

R
y,{

A
1(n)
y (x) = ∓A5(n)

y (x), for γ = ±1
4
, (複号同順)

A
1(n)
y (x) = ±A5(n)

y (x), for γ = ±3
4
, (複号同順)

(B.8)

が得られる。するとA1
y(x, y)およびA5

y(x, y)のカルツァ・クライン展開は，一般にはこれら可
能な解の線型結合として，

A1
y(x, y) =

∞∑
n=1

{
A1(n)−
y (x) cos

n− 1
4

R
y + A1(n)+

y (x) cos
n+ 1

4

R
y

+Ã1(n)−
y (x) cos

n− 3
4

R
y + Ã1(n)+

y (x) cos
n+ 3

4

R
y

}
,

A5
y(x, y) =

∞∑
n=1

{
−A1(n)−

y (x) cos
n− 1

4

R
y + A1(n)+

y (x) cos
n+ 1

4

R
y

+Ã1(n)−
y (x) cos

n− 3
4

R
y − Ã1(n)+

y (x) cos
n+ 3

4

R
y

}
, (B.9)

と書くことができる。ここでA
1(n)−
y (x)，A1(n)+

y (x)，Ã1(n)−
y (x)，Ã1(n)+y(x)はそれぞれ異なる

4次元場である。

C T 2/Z2におけるひねり行列のブロック対角化の詳細

ここでは，3.4節で示された結果のより詳しい計算過程を示す。内容は複雑であるが使用して
いる数学は基本的な線形代数である。その点は T 2/Z3，T 2/Z4，T 2/Z6でも同様である。

R0，T1は式 (3.35)，(3.37)，(3.38)のように表されるとする。T2は部分行列 T
(λλ′)
2 (λ, λ′ =

0, . . . ,M)を用いて

T2 =

T
(00)
2 T

(01)
2 . . .

T
(10)
2 T

(11)
2 . . .

...
...

. . .

 , (C.1)

と表されるとする。

C.1 T
(0m)
2 = T

(m0)
2 = 0の導出

R0と T1を上記のブロック対角型に保ったまま，T2をユニタリ変換によって簡潔な形へと変
換していく。まずは式 (3.34)の中の [T1, T2] = 0によって T2の形に制限が与えられることを見
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る。T1と T2が上に述べたような形に書かれるとき，

T1T2 =

T
(0)
1 T

(00)
2 T

(0)
1 T

(01)
2 . . .

T
(1)
1 T

(10)
2 T

(1)
1 T

(11)
2 . . .

...
...

. . .

 , T2T1 =

T
(00)
2 T

(0)
1 T

(01)
2 T

(1)
1 . . .

T
(10)
2 T

(0)
1 T

(11)
2 T

(1)
1 . . .

...
...

. . .

 , (C.2)

であるから，T (0)
1 T

(00)
2 = T

(00)
2 T

(0)
1 が得られ，また m,m′ = 1, . . . ,M について T

(0)
1 T

(0m)
2 =

T
(0m)
2 T

(m)
1 ，T (m)

1 T
(m0)
2 = T

(m0)
2 T

(0)
1 ，T (m)

1 T
(mm′)
2 = T

(mm′)
2 T

(m)
1 が得られる。これらのうちの 2

番目と 3番目の式，すなわち T
(0)
1 T

(0m)
2 = T

(0m)
2 T

(m)
1 と T

(m)
1 T

(m0)
2 = T

(m0)
2 T

(0)
1 とからは，T (0m)

2

と T
(m0)
2 がゼロであることが導かれる。具体的に T

(0)
1 T

(0m)
2 = T

(0m)
2 T

(m)
1 について見てみると，

この式は各行列の要素を用いて
n(0)∑
k=1

(T
(0)
1 )ik(T

(0m)
2 )kj =

2r(m)∑
k=1

(T
(0m)
2 )ik(T

(m)
1 )kj, (C.3)

と書ける。ここで行列Aの (i, j)要素（i行 j列にある要素）を (A)ijと書いた。T (0)
1 の要素は

li ∈ Zを用いて (T
(0)
1 )ik = (−1)liδikと書けるから，この式はさらに

2r(m)∑
k=1

(T
(0m)
2 )ik

[
(T

(m)
1 )kj − (−1)liδkj

]
= 0, (C.4)

と書き換えることができる。ここで 2r(m)×2r(m)の行列 T̃
(m)
1 を (T̃

(m)
1 )kj = (T

(m)
1 )kj− (−1)liδkj

と定義すると，この行列は

T̃
(m)
1 =

(
cos θ(m) − (−1)li i sin θ(m)

i sin θ(m) cos θ(m) − (−1)li

)
⊗ Ir(m) , (C.5)

と書ける。2r(m)は非負の整数である。以後も同様に，この 2r(m)のように行列のサイズを表す
パラメータはすべて非負の整数である。cos θ(m) ̸= ±1であるから det T̃

(m)
1 ̸= 0が成り立つ。す

なわち T̃
(m)
1 には逆行列が存在する。したがって式 (C.4)より T

(0m)
2 = 0が成り立つ。T (m0)

2 = 0

も同様にして T
(m)
1 T

(m0)
2 = T

(m0)
2 T

(0)
1 から導かれる。

C.2 T
(00)
2 の，2× 2部分行列への分解

次に T
(0)
1 T

(00)
2 = T

(00)
2 T

(0)
1 に着目し，T (00)

2 がブロック対角化されること，さらにその各ブロッ
クが 2× 2部分行列たちから構成されたものになることを見る。まずこれらの部分行列につい
て，適当な基底を選ぶことによりR

(0)
0 および T

(0)
1 が

R
(0)
0 =

(
R

(0),1
0 0

0 R
(0),2
0

)
, T

(0)
1 =

(
T

(0),1
1 0

0 T
(0),2
1

)
=

(
−In(0),1 0

0 In(0),2

)
, (C.6)
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で与えられるようにすることができる。n(0),1 + n(0,2) = n(0)である。式 (3.37)の上で述べたよ
うに一般にはR

(0)
0 も T

(0)
1 も 1または−1を要素とする対角行列であるが，T (0)

1 のほうで左上に
−1が並び右下に 1が並ぶように基底を選んだということである。すると T

(0)
1 T

(00)
2 = T

(00)
2 T

(0)
1

より

T
(00)
2 =

(
T

(00),1
2 0

0 T
(00),2
2

)
, (C.7)

が導かれる。すなわち T
(00)
2 がブロック対角型になる。他方，式 (3.34)より

(R
(0),a
0 )2 = (T

(00),a
2 R

(0),a
0 )2 = I

n
(0)
a
, a = 1, 2, (C.8)

である。R(0),a
0 と T

(00),a
2 を 3.2節のP0と T に対応させれば，式 (C.8)は式 (3.1)に対応する。そ

してそこで P0を対角型に保ちつつ T を単純化したのと同様にして，R(0),a
0 を対角型に保ちつ

つ T
(00),a
2 を単純化することができる。このときT

(0),a
1 は−I

n
(0)
1
または I

n
(0)
2
という単位行列であ

るため，それらの単純化のために行うユニタリ変換のもとで変化しない。したがって，R(0),a
0 ，

T
(0),a
1 ，T (00),a

2 は次のような形にもっていくことができる（それら三者が次の形になるように
基底を選ぶことができる）：

R
(0),a
0 =


R

(0),a,0
0

R
(0),a,1
0

. . .

R
(0),a,M

(a)
0

0

 , R
(0),a,m
0 = −σ3 ⊗ Ir(0),a,m , (C.9)

T
(0),a
1 =


T

(0),a,0
1

T
(0),a,1
1

. . .

T
(0),a,M

(a)
0

1

 , T
(0),a,m
1 = (−1)aI2 ⊗ Ir(0),a,m , (C.10)

T
(00),a
2 =


T

(00),a,0
2

T
(00),a,1
2

. . .

T
(00),a,M

(a)
0

2

 , T
(00),a,m
2 = eiϕ

(0),a,mσ1 ⊗ Ir(0),a,m . (C.11)

ここでR
(0),a,0
0 ，T (0),a,0

1 ，T (00),a,0
2 はいずれも 1または−1を要素とする r(0),a,0 × r(0),a,0対角行

列である。実数パラメータ ϕ(0),a,mは 0 < ϕ(0),a,m < πに範囲をとるものであり，m ̸= m′に
対して ϕ(0),a,m ̸= ϕ(0),a,m′である。（上付き添字が多くなって煩雑だが，本著では上付き添字が
多ければ多いほど，より下位の部分行列であることを示している。例えば T

(00),a
2 は T

(00)
2 の部

分行列，T (00),a,m
2 は T

(00),a
2 の部分行列である。そして r(0),a,mなどはそれらのサイズである）。

T
(00),a
2 は，2× 2部分行列 eiϕ

(0),a,mσ1を構成要素とする行列へと再構成されている。
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C.3 T2のブロック対角化

T
(mm′)
2 (m,m′ = 1, . . . ,M)について議論する。まずこれをさらに細かく部分行列に分けて，

T
(mm′)
2 =

(
(T

(mm′)
2 )(11) (T

(mm′)
2 )(12)

(T
(mm′)
2 )(21) (T

(mm′)
2 )(22)

)
, (C.12)

を定義する。(T
(mm′)
2 )(kl)は一般には互いに異なる行列であるが，サイズは共通であり，(k, l)

に関係なく r(m) × r(m
′)であるとする。T (mm′)

2 は式 (3.38)の下で述べたように 2r(m) × 2r(m
′)の

行列であるから，これを均等に 4分割したことになる。他方，r(m) × r(m
′)の部分行列 T

(mm′)
2,µ

(µ = 0, 1, 2, 3)を用いると

T
(mm′)
2 =

3∑
µ=0

σµ ⊗ T
(mm′)
2,µ , (C.13)

と書くこともできる。ここで σµ = (σ0, σi) (i = 1, 2, 3)であり，σ0は 2× 2単位行列，σiはパ
ウリ行列である。したがって４つの (T

(mm′)
2 )(kl)は４つの T

(mm′)
2,µ の適当な線型結合によって決

まると言える。これを [T1, T2] = 0に代入し，公式 (A⊗B)(A′ ⊗B′) = (AA′)⊗ (BB′)などを
用いて整理すると，(

eiθ
(m)σ1 − eiθ

(m′)σ1
)
(σ0 ⊗ T

(mm′)
2,0 + σ1 ⊗ T

(mm′)
2,1 )

+
(
eiθ

(m)σ1 − e−iθ
(m′)σ1

)
(σ2 ⊗ T

(mm′)
2,2 + σ3 ⊗ T

(mm′)
2,3 ) = 0,

(C.14)

が成り立つ。この式から，m ̸= m′のとき T
(mm′)
2,µ = 0であること，また T

(mm)
2,2 = T

(mm)
2,3 = 0で

あることが分かる。したがって T2はブロック対角型行列であることがわかる。記述の便のた
め，T (mm)

2,0 = A
(m)
2 および T

(mm)
2,1 = B

(m)
2 と書くことにすると，T2は

T2 =


T

(00)
2

T
(1)
2

. . .

T
(M)
2

 , where T
(m)
2 = σ0 ⊗ A

(m)
2 + σ1 ⊗ B

(m)
2 . (C.15)

と書ける。

C.4 T
(m)
2 の，2× 2部分行列への分解

式 (3.34)の (T2R0)
2 = Iより (T2R0)

† = T2R0が導かれ，そこから (T
(m)
2 R

(m)
0 )† = T

(m)
2 R

(m)
0 が

導かれる。そしてR
(m)
0 = −σ3⊗ Ir(m)であるから，A(m)†

2 = A
(m)
2 およびB

(m)†
2 = −B(m)

2 が導か

101



れる。つまりA
(m)
2 はエルミート行列，B(m)

2 は歪エルミート行列であって，どちらも正規行列
であるからユニタリ変換によって対角化可能であることが分かる。そこでA

(m)
2 が対角化され

るようなユニタリ変換をR
(m)
0 ，T (m)

1 ，T (m)
2 に対し行う。A(m)

2 を対角化するような r(m) × r(m)

のユニタリ行列をW
(mm)
2,0 とすると，σ0 ⊗W

(mm)
2,0 （つまり I2 ⊗W

(mm)
2,0 ）によるユニタリ変換

T
(m)
2 → (σ0 ⊗W

(mm)
2,0 )T

(m)
2 (σ0 ⊗W

(mm)
2,0 )†を行えば，R(m)

0 ，T (m)
1 を不変に保ったまま T

(m)
2 の

中のA
(m)
2 を対角化できる。公式 (A ⊗ B)(A′ ⊗ B′) = (AA′) ⊗ (BB′)や (A ⊗ B)† = A† ⊗ B†

を用いて確認できる。このユニタリ変換によって対角化された A
(m)
2 を Â

(m)
2 と書き，その成

分を (A
(m)
2 )ij = ã

(m)i
2 δij (ã

(m)i
2 ∈ R)と書くことにする。なお，ある行列M が対角化されて

いるときにハットを付けて M̂ と書く記法は，本論文で頻繁に用いる。そして B
(m)
2 のほうは

T
(m)
2 = σ0 ⊗ Â

(m)
2 + σ1 ⊗B

(m)
2 を満たす行列としてあらためて定義し直すことにする。これを

T2T
†
2 = Iに代入すると，

σ0 ⊗ (Ir(m) − Â
(m)
2 Â

(m)
2 +B

(m)
2 B

(m)
2 ) + σ1 ⊗ (Â

(m)
2 B

(m)
2 − B

(m)
2 Â

(m)
2 ) = 0, (C.16)

が導かれる。そして第二項から (ã
(m)i
2 − ã

(m)j
2 )(B

(m)
2 )ij = 0が導かれる。すると 3.2節の式 (3.6)

の下で行ったのと同様に，適当な行と列の並び替えによってB
(m)
2 はブロック対角型の行列に

変換できる。その際 Â
(m)
2 は対角型のまま変わらない（対角要素の並び順は変わるが）。その結

果 T
(m)
2 全体としてもブロック対角化されることになって，結局R

(m)
0 ，T (m)

1 ，T (m)
2 は，

R
(m)
0 =


R

(m),1
0

R
(m),2
0

. . .

R
(m),M(m)

0

 , R
(m),m′

0 = −σ3 ⊗ Ir(m),m′ , (C.17)

T
(m)
1 =


T

(m),1
1

T
(m),2
1

. . .

T
(m),M(m)

1

 , T
(m),m′

1 = eiθ
(m)σ1 ⊗ Ir(m),m′ , (C.18)

T
(m)
2 =


T

(m),1
2

T
(m),2
2

. . .

T
(m),M(m)

2

 , (C.19)

と表示されるようになる。式 (C.19)の中の部分行列 T
(m),m′

2 は，

T
(m),m′

2 = a
(m),m′

2 σ0 ⊗ Ir(m),m′ + σ1 ⊗ B
(m),m′

2 , (C.20)

102



である。ここでa
(m),m′

2 ∈ Rであり，B(m),m′

2 は r(m),m′×r(m),m′行列である。B(m),m′

2 はB
(m),m′†

2 =

−B(m),m′

2 を満たす。これを T2T
†
2 = Iに代入すると (1− a

(m),m′2
2 )Ir(m),m′ = B

(m),m′

2 B
(m),m′†

2 が得
られ，a(m),m′2

2 ≤ 1であることが分かる。またB
(m),m′

2 に関してここで述べた２つの関係式から，
B

(m),m′

2 は適当なユニタリ行列U (m),m′を用いてB
(m),m′

2 = i

√
1− a

(m),m′2
2 U (m),m′と書けること

も分かる。そこでW (m),m′
U (m),m′

W (m),m′† が対角型行列となるような行列W (m),m′ を用いて
T

(m),m′

2 → (σ0⊗W (m),m′
)T

(m),m′

2 (σ0⊗W (m),m′
)†というユニタリ変換を行うと，R0とT1の形を不

変に保ったままU (m),m′が対角型であるような基底へと移ることができる。a(m),m′2
2 = cosϕ(m),m′2

とし，対角化された U (m),m′を Û (m),m′と書けば，

T
(m),m′

2 =

(
cosϕ(m),m′

Ir(m),m′ i sinϕ(m),m′
Û (m),m′

i sinϕ(m),m′
Û (m),m′

cosϕ(m),m′
Ir(m),m′

)
, (C.21)

となる。ここで 0 ≤ ϕ(m),m′
< 2π であり，m′ ̸= m′′ に対して ϕ(m),m′ ̸= ϕ(m),m′′ である。

B
(m),m′†

2 = −B(m),m′

2 であったから U (m),m′ はユニタリ行列であるとともにエルミート行列
でもあり，したがってその固有値は±1であることに着目すると，式 (C.21)の行列に対してさ
らに行列の並び替えを行い，

T
(m),m′

2 =

(
T

(m),m′,1
2

T
(m),m′,2
2

)
, (C.22)

T
(m),m′,ν
2 =

(
cosϕ(m),m′,νIn(m),m′,ν i sinϕ(m),m′,νIn(m),m′,ν

i sinϕ(m),m′,νIn(m),m′,ν cosϕ(m),m′,νIn(m),m′,ν

)
= eiθ

(m),m′,ν ⊗ In(m),m′,ν , (C.23)

となる。ここで 0 ≤ ϕ(m),m′,ν < 2π であり，ν ̸= ν ′ に対して ϕ(m),m′,ν ̸= ϕ(m),m′,ν′ であり，
n(m),m′,1 + n(m),m′,2 = n(m),m′である。このときR

(m),m′

0 と T
(m),m′

1 は，

R
(m),m′

0 =

(
R

(m),m′,1
0

R
(m),m′,2
0

)
, T

(m),m′

1 =

(
T

(m),m′,1
1

T
(m),m′,2
1

)
, (C.24)

R
(m),m′,ν
0 = −σ3 ⊗ In(m),m′,ν , T

(m),m′,ν
1 = eiθ

(m)σ1 ⊗ In(m),m′,ν , (C.25)

となる。これらを使ってあらためて T
(m),m′

2 を定義し直すと，（例えば T
(m),m′,1
2 をあらためて

T
(m),m′

2 とし，T (m),m′,2
2 を T

(m),m′+1
2 とするようにラベルの振り直しをしていき，それに合わせ

て ϕ(m),m′）も再定義していくと，T (m),m′

2 は，

T
(m),m′

2 =

(
cosϕ(m),m′

Ir(m),m′ i sinϕ(m),m′
Ir(m),m′

i sinϕ(m),m′
Ir(m),m′ cosϕ(m),m′

Ir(m),m′

)
= eiϕ

(m),m′
σ1 ⊗ Ir(m),m′ . (C.26)

と書ける。
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D T 2/Z3におけるひねり行列のブロック対角化の詳細

ここでは，T 2/Z3オービフォルドに関して行った計算の詳細を示す。3.5節冒頭で述べたよう
に，R0と T1を独立な行列として選び，それらが

R0 =

ωIn1

ω2In2

In3

 , T1 =

(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33)

 , (T1)(kl) =M
[k−l]
k l . (D.1)

と表示されるような基底から出発する。ここで nk (k = 1, 2, 3)は非負の整数であり，M [k−l]
k l は

nk×nl行列である。またM
[k−l]
k l k′ = k (mod 3)および l′ = l (mod 3)に対しM

[k−l]
k l =M

[k′−l′]
k l =

M
[k−l]
k′ l′ とする記法を用いて T1の部分行列を表したものである。なお T 2/Z3におけるひねり行
列の計算では，ωについて成り立つ関係式 ω̄ = ω−1 = ω2，1 + ω + ω2 = 0がしばしば便利で
ある。

D.1 R3
a = Iからの帰結

まず R3
a = I (a = 0, 1, 2)に着目する。a = 0に対してはこれは自明に成り立つ。a = 1, 2に

ついては，R3
aを計算して調べるのは少し計算が煩雑になるので，R†

1 = R2
1および R2 = R†2

2

を調べるのが便利である。式 (3.53)を利用すれば，これらの式は T †
1 についての表式，T †

1 =

R0T1R0T1R0 = R†
0T1R

†
0T1R

†
0へと導く。この式は T1T2T3 = T1T3T2 = I から導くこともでき

る。そして (T †
1 )(k k−q) = (T1)(k−q k)

†であるから，

M
[−q]†
k−q k =

∑
q′

ωkM
[−q′]
k k+q′ω

k+q′M
[q+q′]
k+q′ k−qω

k−q =
∑
q′

ωq
′−qM

[−q′]
k k+q′M

[q+q′]
k+q′ k−q

=
∑
q′

ω−kM
[−q′]
k k+q′ω

−k−q′M
[q+q′]
k+q′ k−qω

−k+q =
∑
q′

ω−q′+qM
[−q′]
k k+q′M

[q+q′]
k+q′ k−q, (D.2)

が得られる。ここで q′についての和は任意の連続する３つの整数についてとる。ここから抽出
される等式のひとつ∑q′ ω

q′−qM
[−q′]
k k+q′M

[q+q′]
k+q′ k−q =

∑
q′ ω

−q′+qM
[−q′]
k k+q′M

[q+q′]
k+q′ k−qからは，ω̄ = ω2

として

(ω − ω̄)M
[−1]
k k+1M

[1]
k+1 k + (ω̄ − ω)M

[1]
k k−1M

[−1]
k−1 k = 0, for q = 0, (D.3)

(ω − ω̄)M
[1]
k k−1M

[0]
k−1 k−1 + (ω̄ − ω)M

[0]
k kM

[1]
k k−1 = 0, for q = 1, (D.4)

(ω − ω̄)M
[0]
k kM

[−1]
k k+1 + (ω̄ − ω)M

[−1]
k k+1M

[0]
k+1 k+1 = 0, for q = −1, (D.5)

が要請される。q = 0 = 3 = · · · (mod 3)，q = −1 = 2 = · · · (mod 3)等であるから q = 0の代
わりに q = 3，q = −1の代わりに q = 2等と書いてもよいが，本節ではこれ以後も q = 0, 1,−1
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を用いて書いていくことにする。いずれにせよ，これらはひとまとめにして

M
[q]
k k−qM

[−q]
k−q k =M

[−q]
k k+qM

[q]
k+q k, (D.6)

M
[0]
k kM

[q]
k k−q =M

[q]
k k−qM

[0]
k−q k−q, (D.7)

と書くことができる。いずれも q = 0のときには自明となる。またさらに式 (H.3)のようにま
とめることもできる。

式 (D.7)の両辺にM
[−q]
k−q kをかけ，その右辺に元の式 (D.7)を適用すると，M [0]

k kはM
[−q′]
k k+q′M

[q′]
k+q′ k

という積と交換することが分かる。そしてこの積は式 (D.2)で q = 0とおいたときに現れるも
のであるから，結局M

[0]
k kはその複素共役と交換するということ，すなわち [M

[0]
k k,M

[0]†
k k ] = 0を

満たし正規行列であることが分かる。したがってM
[0]
k kは適当なユニタリ変換によって対角化

可能である。

D.2 ブロック対角化

M
[0]
k kを対角化するユニタリ変換はR0を変化させないから，R0を対角型に保ったまま，(M [0]

k k)ij =

aikδijであるような基底に移行することができる。このとき式 (D.7)は

(aik − ajk−q)(M
[q]
k k−q)ij = 0, (D.8)

と書け，ここから，aik ̸= ajk−qのとき (M
[q]
k k−q)ij = 0であることが導かれる。すると，これま

での節と同様に T1は行列の入れ替えによってブロック対角型の形にできる。このときR0は対
角要素の並び順が変わるが対角行列であるという点では変わらない：

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , R
(m)
0 =

(R
(m)
0 )(11) (R

(m)
0 )(12) (R

(m)
0 )(13)

(R
(m)
0 )(21) (R

(m)
0 )(22) (R

(m)
0 )(23)

(R
(m)
0 )(31) (R

(m)
0 )(32) (R

(m)
0 )(33)

 , (D.9)

T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 , T
(m)
1 =

(T
(m)
1 )(11) (T

(m)
1 )(12) (T

(m)
1 )(13)

(T
(m)
1 )(21) (T

(m)
1 )(22) (T

(m)
1 )(23)

(T
(m)
1 )(31) (T

(m)
1 )(32) (T

(m)
1 )(33)

 .(D.10)

ここで

(R
(m)
0 )(kl) = ωkδklIn(m)

k
, (T

(m)
1 )(k k−q) =M

(m)[q]
k k−q , M

(m)[0]
k k = a(m)I

n
(m)
k
, (D.11)
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であり，n(m)
k (m = 1, 2, · · · ,M) はこれまでと同様，非負の整数である。より具体的に書けば，

R
(m)
0 =

ωIn(m)
1

ω2I
n
(m)
2

I
n
(m)
3

 , T
(m)
1 =


a(m)I

n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[1]
1 3

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3

M
(m)[−1]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

 , (D.12)

となる。ここで a(m)はm ̸= m′に対し a(m) ̸= a(m
′)となるパラメータである。

また，後の便のため式 (D.2)を書き直すと，

a(m)I
n
(m)
k

= a(m)2I
n
(m)
k

−M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[−1]
k−1 k for q = 0, (D.13)

M
(m)[−q]†
k−q k = −a(m)M

(m)[q]
k k−q +M

(m)[−q]
k k+q M

(m)[−q]
k+q k−q for q = ±1, (D.14)

となる。ここで ωについての関係式 ω−1 = ω2や 1 + ω + ω2 = 0，M (m)[q]
k k−q の定義（記法）から

来るM
(m)[q]
k k−q = M

(m)[q±3]
k k−q∓3，上で求めた式 (D.6)，(D.7)，そして現在の基底においてM

(m)[0]
k k =

a(m)I
n
(m)
k
であることを用いた。

D.3 T1T
†
1 = T †

1T1 = Iからの帰結

次に T1がユニタリ行列であることから来る条件式，T1T †
1 = Iに着目する。この式からは，

(T
(m)
1 T

(m)†
1 )(k k−q) =

∑
q′

M
(m)[−q′]
k k+q′ M

(m)[−q′−q]†
k−q k+q′ = δq0In(m)

k
, (D.15)

が導かれる。より具体的に書けば，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 +M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 = (1−

∣∣a(m)
∣∣2)I

n
(m)
k

for q = 0, (D.16)

a(m)M
(m)[−q]†
k−q k + a(m)M

(m)[q]
k k−q +M

(m)[−q]
k k+q M

(m)[q]†
k−q k+q = 0 for q = ±1, (D.17)

である。式 (D.16)の q = 0のケースを見ると，
∣∣a(m)

∣∣ = 1の場合M
(m)[±1]
k k∓1 （複号同順）はゼロで

あることが分かる。この場合T
(m)
1 はすでに対角型である。(T (m)

1 )(kl) = a(m)δklIn(m)
k
（
∣∣a(m)

∣∣ = 1）
と書ける。また以下では

∣∣a(m)
∣∣ < 1の場合を考える。

D.3.1 0 <
∣∣a(m)

∣∣ < 1の場合

0 <
∣∣a(m)

∣∣ < 1の場合，式 (D.13)よりM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[−1]
k−1 k は I

n
(m)
k
に比例した行列になること，ま

たその比例定数はゼロではないことが分かる。すると，3.2節で式 (3.13)を導く際に用いた
のと同じ線形代数の定理により，n(m)

1 = rank(M
(m)[1]
1 3 M

(m)[−1]
3 1 ) ≤ rank(M

(m)[−1]
3 1 ) ≤ n

(m)
3 =
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rank(M
(m)[1]
3 2 M

(m)[−1]
2 3 ) ≤ n

(m)
2 = rank(M

(m)[1]
2 1 M

(m)[−1]
1 2 ) ≤ n

(m)
1 ということが分かる。すなわち

n
(m)
1 = n

(m)
2 = n

(m)
3 (≡ r(m))である。するとM

(m)[q]
k k−q は r(m) × r(m)の正方行列であるとともに，

その大きさと階数とが等しいから，正則行列である。したがって逆行列を持つ。そして上に述
べたM

(m)[1]
k k−1 M

(m)[−1]
k−1 k ∝ I

n
(m)
k
によりM

(m)[−1]
k−1 k ∝ (M

(m)[1]
k k−1 )

−1ということが分かる。

一般に任意の行列をAとするとAA†はエルミート行列であるから，M (m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 はエル

ミート行列であり，ユニタリ変換によって対角化することができる。そしてM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 を

対角化するユニタリ変換は R
(m)
0 やM

(m)[0]
k k を変化させないから，それらを対角型に保ったま

まM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 を対角化することができる。このとき式 (D.16)よりM

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 も同

時に対角化されることが分かる。したがって k = 1, 2, 3のすべてについて対角化を行えば，式
(D.12)に見られるT

(m)
1 の６つの非対角ブロックM

(m)[k−l]
k l すべてについて，M (m)[k−l]

k l M
(m)[k−l]†
k l

が対角化される。このときM
(m)[k−l]
k l は適当な対角行列 M̂

(m)[k−l]
k l とユニタリ行列 U

(m)[k−l]
k l に

よってM
(m)[k−l]
k l = M̂

(m)[k−l]
k l U

(m)[k−l]
k l と書ける。簡単のため M̂

(m)[k−l]
k l は正の実数を成分にもつ

ようにする。非対角ブロックであるから q = k− lの値は 1または−1である。さらに，上の段
落の最後で述べたM

(m)[−1]
k−1 k ∝ (M

(m)[1]
k k−1 )

−1を考慮すると，M̂ (m)[−1]
k−1 k ∝ (M̂

(m)[1]
k k−1 )

−1であること，
U

(m)[k−l]
k l の添字 lは不要になってU

(m)
k と書けること，また [M̂

(m)[q]
k l , U

(m)
k ] = 0であることが分

かる。まとめると，R(m)
0 やM

(m)[0]
k k を不変に保つ適切なユニタリ変換によって，q = 1である

ような部分行列 M̂
(m)[1]
k k−1 はM

(m)[1]
k k−1 = M̂

(m)[1]
k k−1 U

(m)
k ≡ M̂

(m)[1]
k U

(m)
k ，q = −1であるような部分行

列 M̂
(m)[−1]
k−1 k は M̂

(m)[−1]
k−1 k ∝ (M̂

(m)[1]
k k−1 )

−1を用いてM
(m)[−1]
k−1 k = M̂

(m)[−1]
k−1 k U

(m)†
k ≡ M̂

(m)[−1]
k−1 U

(m)†
k と

書けるようになる。

M̂
(m)[1]
k k−1 と U

(m)
k に対する制約条件を見つけるために，M (m)[1]

k k−1 M
(m)[1]†
k k−1 (= (M̂

(m)[1]
k )2)および

M
(m)[1]†
k+1 k M

(m)[1]
k+1 k (= (M̂

(m)[1]
k+1 )2)を調べる。式 (D.14)を用いると，それらは

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 =M

(m)[1]
k k−1 (−a

(m)M
(m)[−1]
k−1 k +M

(m)[1]
k−1 k−2M

(m)[1]
k−2 k ), (D.18)

M
(m)[1]†
k+1 k M

(m)[1]
k+1 k = (−a(m)M

(m)[−1]
k k+1 +M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]
k−1 k+1)M

(m)[1]
k+1 k , (D.19)

と書ける。両者において右辺第二項は同じになっている。また右辺第一項も，式 (D.6)により
等しいことが分かる。したがって M̂

(m)[1]
k k−1 = M̂

(m)[1]
k+1 k である。要点を示すために下付き添字の

二番目を省略して書くと M̂
(m)[1]
k = M̂

(m)[1]
k+1 である。そしてどの kについてもこれが成り立つ

から，M̂ (m)[1]
k は kの値に関わらず等しいことが分かる。したがってまたユニタリ行列U

(m)
k も

任意の M̂
(m)[1]
k′ と交換することが分かる。

M
(m)[1]†
k+1 k U

(m)
k+1 (= M̂

(m)[1]
k+1 )に加えて，M (m)[−1]

k k+1 U
(m)
k+1 (= M̂

(m)[−1]
k+1 )もまた対角化されているこ

とに着目する。すると式 (D.14)よりM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]
k−1 k+1U

(m)
k+1 = M̂

(m)[1]
k M̂

(m)[1]
k−1 U

(m)
k U

(m)
k−1U

(m)
k+1 な
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る行列もまた対角化されていることが要請され，したがってU
(m)
k U

(m)
k−1U

(m)
k+1 という積が対角化

されていることが要請される。ここでは特にU
(m)
2 U

(m)
1 U

(m)
3 に着目し，U (m)

2 U
(m)
1 U

(m)
3 = Θ̂(m)3

とおくことにする。Θ̂(m)は何らかの対角行列である。このことを用い，T (m)
1 に対して以下の

ようなユニタリ変換を行うと，R(m)
0 を不変に保ったままM

(m)[q]
k k−q を対角化することができる：

T
(m)
1 =

 a(m)Ir(m) M̂
(m)[−1]
2 U

(m)†
2 M̂

(m)[1]
1 U

(m)
1

M̂
(m)[1]
2 U

(m)
2 a(m)Ir(m) M̂

(m)[−1]
3 U

(m)†
3

M̂
(m)[−1]
1 U

(m)†
1 M̂

(m)[1]
3 U

(m)
3 a(m)Ir(m)


→ V (m)T

(m)
1 V (m)† =

 a(m)Ir(m) M̂ (m)[−1]Θ̂(m)† M̂ (m)[1]Θ̂(m)

M̂ (m)[1]Θ̂(m) a(m)Ir(m) M̂ (m)[−1]Θ̂(m)†

M̂ (m)[−1]Θ̂(m)† M̂ (m)[1]Θ̂(m) a(m)Ir(m)

 , (D.20)

with V (m) =

Θ̂(m)†U
(m)
2

Ir(m)

Θ̂(m)U
(m)†
3

 . (D.21)

M̂
(m)[∓1]
k は kによらないので V (m)T

(m)
1 V (m)†を書くにあたっては添字の kを省略した。

D.3.2 a(m) = 0

a(m) = 0の場合，, 式 (D.16) と (D.17)の条件は単純化されて

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 +M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 = I

n
(m)
k
, M

(m)[−q]
k k+q M

(m)[q]†
k−q k+q = 0, (D.22)

となる。ここで q = ±1である。同様にして，T †
1T1 = Iから得られる条件式は，

M
(m)[1]†
k+1 k M

(m)[1]
k+1 k +M

(m)[−1]†
k−1 k M

(m)[−1]
k−1 k = I

n
(m)
k
, M

(m)[−q]†
k k+q M

(m)[q]
k k−q = 0, (D.23)

となる。さらに，式 (D.13)および (D.14)は，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[−1]
k−1 k = 0, M

(m)[−q]†
k−q k =M

(m)[−q]
k k+q M

(m)[−q]
k+q k−q, (D.24)

となる。
式 (D.22)の一番目の式に対し，右からM

(m)[1]
k k−1 をかけると，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 M

(m)[1]
k k−1 =M

(m)[1]
k k−1 , (D.25)

が得られる。ここで式 (D.23)よりM
(m)[−1]†
k k+1 M

(m)[1]
k k−1 = 0であることを用いた。D.3.1節の第 2

段落で述べたように，適切なユニタリ変換によってM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 が対角型であるような基底

に移ることができる。このときM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 は，式 (D.25)より，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 =

(
Irk(m)

0

)
, (D.26)
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と書くことができる。ここで rk
(m)はM

(m)[1]
k k−1 の階数である。それと同時にM

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1

は，式 (D.22)および (D.26)より，

M
(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]†
k k+1 =

(
0

Ink
(m)−rk(m)

)
, (D.27)

となる。ここから rank(M
(m)[−1]
k k+1 ) = nk

(m) − rk
(m)であることが分かる。

「m×n行列Aとn×k行列Bがあるとき，rank(A)+rank(B)−n ≤ rank(AB)である」と
いうシルベスターの階数不等式を用いると，式 (D.24)の 1番目の条件からは rank(M

(m)[1]
k k−1 ) +

rank(M
(m)[−1]
k−1 k )−nk−1

(m) ≤ rank(0) = 0が導かれる。したがって0 ≥ rk
(m)+nk−1

(m)−rk−1
(m)−

nk−1
(m) = rk

(m) − rk−1
(m)である。すると rk

(m) ≤ rk−1
(m) ≤ rk−2

(m) = rk+1
(m) ≤ rk

(m) となる
から，rk(m)は kに依らないことが分かる。

上述の議論はM
(m)[q]
k k−q の qの符号を反転させても成立するから，rank(M

(m)[−1]
k k+1 ) = nk

(m) −
rk

(m)であること，したがって nk
(m)もまた kに依らないことが分かる。

次に，M (m)[−q]†
k k+q M

(m)[−q]
k k+q を検討する。（式 (D.26)と (D.27)に示したものはM

(m)[−q]
k k+q M

(m)[−q]†
k k+q

である）。先述の 0 <
∣∣a(m)

∣∣ < 1の場合と同様，条件式 (D.24)の 2番目の式からは式 (D.18)と
(D.19)において a(m) = 0とおいた式が得られる。このときこれらの式の右辺は互いに同じに
なるので，式 (D.26)より，M (m)[1]†

k+1 k M
(m)[1]
k+1 k は対角型になることが分かる。すると式 (D.23)の

第 1式より，この基底においてはM
(m)[−1]†
k−1 k M

(m)[−1]
k−1 k もまた対角型であることが分かる。以上

から，付録Gに示した議論より，

M
(m)[1]
k k−1 =

(
U

′(m)
k

0

)
, M

(m)[−1]
k−1 k =

(
0

U
′′(m)†
k

)
, (D.28)

と書けることが帰結する。ここでU
′(m)
k とU

′′(m)
k はそれぞれ r

(m)
k × r

(m)
k および (n

(m)
k − r

(m)
k )×

(n
(m)
k − r

(m)
k )のユニタリ行列である。

すると，a(m) = 0であるような T
(m)
1 については，式 (D.12)と同様な形の行列 2つを対角

ブロックとしたブロック対角型行列へと並べ替えることができる。その 2つのうち 1つは式
(D.12)において a(m) = 0およびM

(m)[−1]
k−1 k = 0とおき，nkを rkで置き換えたものであり，もう

1つは a(m) = 0およびM
(m)[1]
k k−1 = 0とおき，nkを nk − rkで置き換えたものである。R(m)

0 のほ
うもそれに対応して並び替えられる。

ユニタリ行列 U
′(m)
k と U

′′(m)
k の自由度を利用し，先述の式 (D.20)のときのようなユニタリ

変換を行うと，そこで最終的に得られたのと同様の形の T
(m)
1 が得られる。ここでは式 (D.20)

において a(m) = 0，M̂ (m)[q] = Ir(m)，M̂ (m)[−q] = 0とおいたものとなる。
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E T 2/Z4におけるひねり行列のブロック対角化の詳細

ここでは 3.6で述べた T 2/Z4におけるひねり行列のブロック対角化について，その計算の詳細
を記述する。

一般性を失うことなく，以下に示すようなR0と T1から議論を始めることができる：

R0 =


iIn1

−In2

−iIn3

In4

 , T1 =


(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13) (T1)(14)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23) (T1)(24)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33) (T1)(34)
(T1)(41) (T1)(42) (T1)(43) (T1)(44)

 . (E.1)

ここで Ink
はnk×nk単位行列であり，(T1)(kl)はnk×nl部分行列である。これらの部分行列を

(T1)(kl) = M
[k−l]
k l と表すことにする。M [k−l]

k l については k′ = k (mod 4) および l′ = l (mod 4)

としてM
[k−l]
k l =M

[k′−l′]
k l =M

[k−l]
k′ l′ とする記法を用いる。上付き添字の k− l = qはR0によって

生成される Z4対称性のチャージを表す。すなわち (R0T1R
−1
0 )(k k−q) = iqM

[q]
k k−qである。nkの

ように行列のサイズを表す変数は非負の整数であり，それはこれ以降の数式でも同様である。

E.1 T1のブロック対角化と，部分行列間の相互依存関係

まず，3.3節で述べたように，T1が満たすべき関係式 T †
1 = T−1

1 ，Tm′Tm = TmTm′，T1T3 = I

から T1の形が制限され，そして T1の各部分行列間に成立する関係式が導かれる。なお 3.3節
の式 (3.27)で示したように，Tm = Rm−1

0 T1R
1−m
0 である。

T †
1 (= T−1

1 = T3) = R2
0T1R

−2
0 という関係式からは，

M
[−q]†
k−q k = (−1)qM

[q]
k k−q, (E.2)

が導かれる。式 (E.2)で q = 0とおくとM
[0]†
k k =M

[0]
k kであるから，M [0]

k kはエルミート行列であ
り，したがって適当なユニタリ変換により対角化される。このユニタリ変換に際しR0は変化
しない。M [0]

k kの (i, j) 成分を (M
[0]
k k)ijと書くと，M [0]

k kは (M
[0]
k k)ij = aikδij (a

i
k ∈ R)と書ける。

Tm′Tm = TmTm′，すなわち T1R
m−m′

0 T1 = Rm−m′

0 T1R
m′−m
0 T1R

m−m′

0 からは，

M
[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =M

[q−q′]
k k−q+q′M

[q′]
k−q+q′ k−q, (E.3)

が導かれる。導出の詳細は付録Hに示す。ここで q′ = 0とおき，(M
[0]
k k)ij = aikδijを用いると，

(aik − ajk−q)(M
[q]
k k−q)ij = 0, (E.4)
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が得られる。これまでの節と同様，この関係が成り立っていると T1は行列の並び替えによっ
てブロック対角型行列にできる。その際にR0の対角要素の並び順は変わるが，対角行列であ
るという点では変わらない。結果として両者は次のように書ける：

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 . (E.5)

ここでR
(m)
0 および T

(m)
1 (m = 1, 2, · · · ,M)は n(m) × n(m)行列であり，それぞれ

R
(m)
0 =


iI
n
(m)
1

−I
n
(m)
2

−iI
n
(m)
3

I
n
(m)
4

 , (E.6)

および

T
(m)
1 =


a(m)I

n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[−2]
1 3 M

(m)[1]
1 4

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3 M

(m)[−2]
2 4

M
(m)[2]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

M
(m)[−1]
3 4

M
(m)[−1]
4 1 M

(m)[2]
4 2 M

(m)[1]
4 3 a(m)I

n
(m)
4

 , (E.7)

と書ける。ここで n(m) =
∑4

k=1 n
(m)
k であり，また T

(m)
1 の部分行列は非対角ブロックのものを

(T
(m)
1 )(kl) =M

(m)[k−l]
k l ，対角ブロックのものを (T

(m)
1 )(kk) =M

(m)[0]
k k = a(m)I

n
(m)
k
と書いた。a(m)

は実数パラメータであり，m ̸= m′のとき a(m) ̸= a(m
′)である。各部分行列は，T †

1 = T3および
Tm′Tm = TmTm′から導かれる関係式，

M
(m)[−q]†
k−q k = (−1)qM

(m)[q]
k k−q , (E.8)

M
(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q−q′]
k−q′ k−q =M

(m)[q−q′]
k k−q+q′ M

(m)[q′]
k−q+q′ k−q, (E.9)

を満たす。

T1T3 = T1R
2
0T1R

−2
0 = Iからは，∑

q′

(−1)q−q
′
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q−q′]
k−q′ k−q = δkk−qIn(m)

k
, (E.10)

が導かれる。q′の和は連続する４つの整数についてとる。式 (E.10)で q = 0または q = 2とお
き，式 (E.8)と (E.9)を用いて整理すると，それぞれ，

2M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 +M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 =

(
1− a(m)2

)
I
n
(m)
k
, for q = 0, (E.11)
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2a(m)M
(m)[2]
k k−2 =M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]
k−1 k−2 +M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[−1]
k+1 k−2, for q = 2, (E.12)

が得られる。q = 1または q = 3とおいた場合は，式 (E.9)を適当に線型結合した式が得
られ，したがって式 (E.9)から独立した新しい関係式ではないので省略した。式 (E.11)から
0 ≤ a(m)2 ≤ 1であることが分かる。a(m) = ±1 の場合は T

(m)
1 はすでに対角型である。その

場合 R
(m)
0 および T

(m)
1 の部分行列はそれぞれ a(m) = ±1に対し (R

(m)
0 )(kl) = ikδklIn(m)

k
および

(T
(m)
1 )(kl) = ±δklIn(m)

k
（複号同順）と書ける。以下では−1 < a(m) < 1の場合について調べて

いく。

E.2 M
(m)[k−l]
k l に対する制限

次に，上で得られた諸関係式を用いて，M (m)[k−l]
k l の形を制限していく。

一般に大きさn×m，階数 rの任意の複素行列Aについて，AA†はエルミート行列であり，こ
れは適当なユニタリ行列で対角化できるとともに，行列の並び替えによって (AA†)′D⊕0と書け
る形になる。ここで (AA†)′Dは正の実数を成分とする r×r対角行列であり，0は (n−r)×(n−r)
零行列である。ここで (AA†)′D = (A†A)′Dが成り立つことに着目し，付録Gで示した議論を適
用すると，行列Aは r × r対角行列 Ârと r × rユニタリ行列 U，そして (n− r)× (m− r)零
行列 0を用いてA = ÂrU ⊕ 0と書ける。また U は Ârと交換し，[Âr, U ] = 0である。
式 (E.8)を用いると，式 (E.9)において q = 0とおいたものは

M
(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′ =M

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k , (E.13)

と書き直せる。また各部分行列やそれらの積における階数について，

rank(M
(m)[q′]
k k−q′ ) = rank(M

(m)[q′]†
k k−q′ ) = rank(M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′ )

= rank(M
(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k ) = rank(M

(m)[q′]
k+q′ k ), (E.14)

が成り立つ。他方，式 (E.11)よりM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 とM

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 は，どちらか一方が対角

化されたならば他方も同時に対角化されなければならないことが分かる。そこでそれらを同時
対角化するユニタリ行列をW

(m)
k とおくと，(

W
(m)
k M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′ W

(m)†
k

)
R
=
(
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′

)′
D
⊕ 0, (q′ = 1, 2), (E.15)

という式が書ける。ここで (· · · )Rはその行列に対して適当な行と列の並び替えを行うという
意味で用いた。また式 (E.13)より，そのユニタリ変換と同時にM

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k もまた(

W
(m)
k M

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k W

(m)†
k

)
R
=
(
M

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k

)′
D
⊕ 0, (q′ = 1, 2), (E.16)
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となることが分かる。そして(
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′

)′
D
=
(
M

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k

)′
D

(q′ = 1, 2), (E.17)

が得られる。他方，式 (E.15)で kを k+ q′におきかえ，式 (E.16)で kを k− q′におきかえると，(
W

(m)
k+q′M

(m)[q′]
k+q′ k M

(m)[q′]†
k+q′ k W

(m)†
k+q′

)
R
=
(
M

(m)[q′]
k+q′ k M

(m)[q′]†
k+q′ k

)′
D
⊕ 0, (q′ = 1, 2), (E.18)

および(
W

(m)
k−q′M

(m)[q′]†
k k−q′ M

(m)[q′]
k k−q′ W

(m)†
k−q′

)
R
=
(
M

(m)[q′]†
k k−q′ M

(m)[q′]
k k−q′

)′
D
⊕ 0, (q′ = 1, 2), (E.19)

が得られる。すると式 (E.15)と (E.19)を比較して付録Gの式 (G.3) を応用することで(
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′

)′
D
=
(
M

(m)[q′]†
k k−q′ M

(m)[q′]
k k−q′

)′
D
, (E.20)

が導かれる。同様に式 (E.16)と (E.18)から(
M

(m)[q′]†
k+q′ k M

(m)[q′]
k+q′ k

)′
D
=
(
M

(m)[q′]
k+q′ k M

(m)[q′]†
k+q′ k

)′
D
, (E.21)

が導かれる。したがって式 (E.17)を用いると，(
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′

)′
D
=
(
M

(m)[q′]
k+q′ k M

(m)[q′]†
k+q′ k

)′
D

(q′ = 1, 2). (E.22)

が得られる。なお式 (E.15)において q′ = 1のときに行われる行列並び替えと q′ = 2のとき
に行われる行列並び替えとは一般に異なるが，そこで各 q′に対して行われる並び替えは，式
(E.16)，(E.18)，(E.19) において同じ q′を持った場合に対しても同様に適用される。式 (E.15)

と (E.19) から，積M
(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′ とM

(m)[q′]†
k k−q′ M

(m)[q′]
k k−q′ (q′ = 1, 2) は，T (m)

1 の各部分行列に
対しバイユニタリ変換W

(m)
k M

(m)[q′]
k k−q′ W

(m)†
k−q′ を実現するようなユニタリ変換を行うことにより，

R
(m)
0 およびM

(m)[0]
k k を不変に保ったまま同時対角化されることが分かる。W (m)

k (k = 1, 2, 3, 4)

を対角に並べたブロック対角型のユニタリ行列を用いて T
(m)
1 に対するユニタリ変換を行えば，

すべての kに対して同時にそれが達成される。そこで以下では，実際にそのような変換が行わ
れ，それらの積が対角行列になるような基底に移ったとする。

式 (E.22)を，q′ = 1から出発して順次使用していくと，(
M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+1 k M

(m)[1]†
k+1 k

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+2 k+1M

(m)[1]†
k+2 k+1

)′
D

=
(
M

(m)[1]
k+3 k+2M

(m)[1]†
k+3 k+2

)′
D
, (E.23)
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が得られる。式 (E.23)から，
(
M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1

)′
D
が kに依らないこと，またM

(m)[1]
k k−1 がすべて

同じ階数 r(m)(= rank(M
(m)[1]
k k−1 ))を持つことが分かる。すると付録Gの議論を適用することで，

M
(m)[1]
k k−1 =


M̂ (m)[1]U

(m)
k k−1 0

0 0

 , (E.24)

と変換することができる（M (m)[1]
k k−1 がそのように表示されるような基底に移ることができる）。

ここで M̂ (m)[1]は正の実数を成分にもつ r(m) × r(m)対角行列，すなわち (M̂ (m)[1])ii > 0と書
かれるような行列であり，U (m)

k k−1は式 (G.5)の U と同様にブロック対角型の r(m) × r(m)ユニ
タリ行列である。r(m)はM

(m)[1]
k k−1 の階数である。周辺の零行列は r(m) < n

(m)
k の場合に現れる。

r(m) = n
(m)
k であればM

(m)[1]
k k−1 = M̂ (m)[1]U

(m)
k k−1である。M̂ (m)[1]はすべての kについて共通であ

るが，U (m)
k k−1は一般には kごとに異なる。また周辺の零行列ブロックも一般には kごとにサイ

ズが異なる。式 (E.8)と (E.24)からは，

M
(m)[−1]
k−1 k = −M (m)[1]†

k k−1 =


M̂ (m)[1]U

(m)
k−1 k 0

0 0

 , (E.25)

が導かれる。ここで式 (E.8)より−U (m)†
k k−1を U

(m)
k−1 kと表した。

他方，この基底のもとでのM
(m)[2]
k k−2（=M

(m)[−2]
k k−2 ）は次のようになる（M (m)[2]

k k−2 =M
(m)[−2]
k k−2 で

あることについては式 (E.1)の下で述べたM
(m)[k−l]
k l の記法参照）。まず式 (E.14)と (E.22)で

q′ = 2とおいたものから，

rank(M
(m)[2]
k k−2 ) = rank(M

(m)[2]
k+2 k ), (E.26)(

M
(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2

)′
D
=
(
M

(m)[2]
k+2 k M

(m)[2]†
k+2 k

)′
D
, (E.27)

が導かれる。そして式 (E.11)を参照し，今の基底でM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 = (M̂ (m)[1])2 ⊕ 0である

ことを用いると，
(
M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2

)′
D
の中で (M̂ (m)[1])2に対応する部分はやはり kに依らず一

定に決まるものであること，またM
(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 も対角型であることが分かる。したがって
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M
(m)[2]
k k−2 （=M

(m)[−2]
k k−2 ）は

M
(m)[2]
k k−2 =M

(m)[−2]
k k−2 =


M̂ (m)[2]U

(m)
k k−2 0

0
√
1− a(m)2 Ũ

(m)
kk−2

 , (E.28)

のように書けることが分かる。ここで M̂ (m)[2]は非負の実数を成分にもつ r(m) × r(m)対角行列
であり，(M̂ (m)[2])ii ≥ 0と書ける。M̂ (m)[1]との違いは，こちらでは正の実数だけでなくゼロも
成分に持ちうるということである。U (m)

k k−2は r(m) × r(m)ユニタリ行列であり，U (m)
k k−2U

(m)
k−2 k =

U
(m)
k−2 kU

(m)
k k−2 = Ir(m) を満たす。式 (E.8)より U

(m)
k−2 k = U

(m)†
k k−2である。同様に (2, 2)ブロックの

Ũ
(m)
kk−2についても Ũ

(m)
k−2k = Ũ

(m)†
kk−2と書くことにする。式 (E.11)と (E.28)より Ũ

(m)
k k−2Ũ

(m)†
k k−2 =

I
n
(m)
k −r(m) ≡ I

n
(m′)
k

である。一般に n
(m)
k ̸= n

(m)
k−2だと Ũ

(m)
k k−2はユニタリ行列とは限らないが，し

かし今の場合，ひねり行列に対する他の制約条件との整合性から常に n
(m)
k = n

(m)
k−2でなければ

ならず，したがって Ũ
(m)
k k−2は n

(m)′

k × n
(m)′

k のユニタリ行列であることが次のようにして分か
る。まず Ũ

(m)
kk−2Ũ

(m)†
kk−2 = I

n
(m)′
k

で kを k + 2で置き換えると Ũ
(m)
k+2kŨ

(m)†
k+2k = I

n
(m)′
k+2

を得る。ここ
で n

(m)′

k+2 = n
(m)
k+2 − r(m)である。したがって

rank(M
(m)[2]
k k−2 ) = rank(M̂ (m)[2]) + n

(m)′

k , rank(M
(m)[2]
k+2 k ) = rank(M̂ (m)[2]) + n

(m)′

k+2 , (E.29)

という関係式が得られる。すると式 (E.26)と (E.29)よりn
(m)′

k = n
(m)′

k+2であるから，n(m)′

1 = n
(m)′

3

および n
(m)′

2 = n
(m)′

4 である。したがって Ũ
(m)
k k−2は n

(m)′

k × n
(m)′

k のユニタリ行列である。さら
に，n(m)

1 = n
(m)
3 および n

(m)
2 = n

(m)
4 であるからM

(m)[2]
k k−2 は n

(m)
k ×n

(m)
1 の正方行列であることも

分かる。ただし，このあと式 (E.36)のところで見るように，Ũ (m)
k k−2および周辺のブロックが現

れるのは実は a(m) = 0のときのみである。したがって実は式 (E.28)で
√
1− a(m)2の部分はな

くてもよいのであるが，ここでは導出の流れを分かりやすくするために書いた。

式 (E.24)，(E.25)，(E.28)を (E.11)に代入すると，

2(M̂ (m)[1])2 + (M̂ (m)[2])2 =
(
1− a(m)2

)
Ir(m) , (E.30)

が得られる。式 (E.30)から，[M̂ (m)[q], U
(m)
k k−q′ ] = 0が qと q′の値に関係なく成り立つことが次の

ようにして導かれる。まず式 (E.30)から，M̂ (m)[1]の中に対角成分が縮退している部分があると
M̂ (m)[2]の中でそれに対応する部分も縮退することが分かる。より具体的に言えば，いま M̂ (m)[1]

は一般に付録Gの式 (G.2)のように書ける形になっているが，ここではある成分 ajが縮退して
いるとそれに対応する Inj

の大きさ njが 1より大きくなり，その部分は単位行列に比例したブ
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ロックとして書かれるようになっている（Ârの固有値に縮退があるとき，適宜に行列の並び替
えを行って，それら同一の値を持つ成分同士が対角線上の隣り合う位置に並ぶようにしてある。
言い換えれば，そのように基底を選んである）。そのとき式 (E.30)より，M̂ (m)[2]でもそれに対
応する部分が同じ大きさの単位行列（もしくは零行列）に比例したブロックとして書かれる，
ということである。他方，付録Gの式 (G.5)に対応して M̂ (m)[q]U

(m)
k k−q (q = 1, 2)はブロック対

角型行列でありその (k′, l′)ブロックにあたる部分行列は (M̂ (m)[q]U
(m)
k k−q)(k′l′) = m

(m)[q]
k′ u

(m,k′)
k k−q δk′l′

と書かれる。ここでm
(m)[q]
k′ は上述の aj に相当するものでここでは非負の実数であり，その

縮退度を n′
k とすると u

(m,k′)
k k−q は大きさ n′

k × n′
k のユニタリ行列である。n′

k = 1ならば行列
というよりも絶対値 1の複素数である。すると [M̂ (m)[q], U

(m)
k k−q′ ] = 0が qと q′ の値に関係な

く成り立つことが導かれる。なぜなら u
(m,k′)
k k−q′ が複素数の部分ではそれが m

(m)[q]
k′ と交換する

ことは自明であるし，u(m,k′)k k−q′ が行列である部分でも M̂ (m)[q] のほうでそれに対応する部分は
m

(m)[q]
k′ In′

k
であり [m

(m)[q]
k′ In′

k
, u

(m,k′)
k k−q′ ] = 0だからである。なお，M̂ (m)[0] = a(m)Ir(m)，U (m)

k k = Ir(m)，
M̂ (m)[−q] = M̂ (m)[q]，U (m)

k−q k = (−1)qU
(m)†
k k−qである。

式 (E.24)，(E.25)，(E.28)を (E.9)に代入すると，U (m)
k k−q′U

(m)
k−q′ k−q = U

(m)
k k−q+q′U

(m)
k−q+q′ k−qが

得られる。後の便のため下付き添字を適当に調整して書き直すと，

U
(m)
k−q k−q−q′U

(m)
k−q−q′ k = U

(m)
k−q k+q′U

(m)
k+q′ k and U

(m)
k k−q′U

(m)
k−q′ k+q = U

(m)
k k+q+q′U

(m)
k+q+q′ k+q, (E.31)

となる。一番目の式では kおよび qを k − qおよび−qで置き換え，二番目の式では qだけを
−qに置き換えた。厳密に言うと，式 (E.31)の関係式によって U

(m)
k k−q の形を制限できるのは

m
(m)[2]
k′ = 0に対応する部分以外の部分に対してのみである。m(m)[2]

k′ = 0の部分については，
U

(m)
k k−q の方でその部分に対応する部分行列 u

(m,k′)
k k−q は任意となるからである。しかしその任意

性を逆手にとって，以下ではそこの u
(m,k′)
k k−q もまた式 (E.31)の関係を満たすように選ぶことに

する。

式 (E.31)の一番目の関係式に左からU
(m)
k k−qをかけ，二番目の関係式に右からU

(m)
k+q kをかけ

ると，

U
(m)
k k−qU

(m)
k−q k−q−q′U

(m)
k−q−q′ k = U

(m)
k k−qU

(m)
k−q k+q′U

(m)
k+q′ k, (E.32)

U
(m)
k k−q′U

(m)
k−q′ k+qU

(m)
k+q k = U

(m)
k k+q+q′U

(m)
k+q+q′ k+qU

(m)
k+q k, (E.33)

が得られる。式 (E.32)と (E.33)を用いると，

J
(m)
kk ≡ U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k = U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k+1U

(m)
k+1 k = U

(m)
k k+2U

(m)
k+2 k+1U

(m)
k+1 k, (E.34)
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が得られる。他方，式 (E.24)，(E.25)，(E.28)を (E.12)に代入すると，

2a(m)M̂ (m)[2] = (M̂ (m)[1])2(J
(m)
kk + J

(m)†
kk ), (E.35)

2a(m)
√

1− a(m)2 Ũ
(m)
kk−2 = 0, (E.36)

が得られる。式 (E.36)からは，−1 < a(m) < 1の場合 Ũ
(m)
kk−2の大きさは n

(m)′

k = 0であるとい
うこと，つまり Ũ

(m)
kk−2は現れないことが帰結する。なぜならば式 (E.28)のところで述べたよ

うに Ũ
(m)
kk−2はM

(m)[2]
k k−2 の階数 r(m)がそのサイズ n

(m)
k より小さい時に，式 (E.11)を満たすため

に Ũ
(m)
k k−2Ũ

(m)†
k k−2 = I

n
(m)
k −r(m) ≡ I

n
(m)′
k

なる行列として現れるものだからであり，したがって零行
列という解は許されないためである。逆に言えば，Ũ (m)

kk−2が現れるのは a(m) = 0のときのみで
ある。なお，M (m)[2]

k k−2 は式 (E.29)の下で述べたように正方行列であるから，Ũ (m)
k k−2が存在しな

い場合M
(m)[2]
k k−2 は必ずM

(m)[2]
k k−2 = M̂ (m)[2]U

(m)
k k−2という正方行列になるが，M (m)[1]

k k−1 のほうでもそ
れに対応して正方行列にはなるとは限らない。Ũ (m)

k k−2に対応する (2, 2)ブロックの零行列は消
えるが，(1, 2)ブロックか (2, 1)ブロックのどちらか一方の零行列が一般には残され得る。そ
れでも式 (E.11)は満たされるからでる。

以上のようにしてM
(m)[k−l]
k l の形は，式 (E.30)と (E.35)を満たすM̂ (m)[1]やM̂ (m)[2]，式 (E.31)

と (E.35)を満たすU
(m)
k l ，そして式 (E.36)を満たす Ũ

(m)
kk−2によって，式 (E.24)，(E.25)，(E.28)

のように書かれるものに制限される。

E.3 T
(m)
1 の部分行列の対角化と並び替え

式 (E.24)，(E.25)，(E.28)に基づき，R(m)
0 と T

(m)
1 に対して適当な行列の並び替え（言い換

えれば基底の並び替え）を行うと，それぞれを下記に示すようなブロック行列の直和である
R

(m)
0 = R

(m)′

0 ⊕R(m)′′

0 およびT
(m)
1 = T

(m)′

1 ⊕T (m)′′

1 という形に書くことができる。R(m)′

0 とT
(m)′

1 ，
またR

(m)′′

0 と T
(m)′′

1 は，

R
(m)′

0 =


iIr(m)

−Ir(m)

−iIr(m)

Ir(m)

 , (E.37)

T
(m)′

1 =


a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
1 2 M̂ (m)[2]U

(m)
1 3 M̂ (m)[1]U

(m)
1 4

M̂ (m)[1]U
(m)
2 1 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
2 3 M̂ (m)[2]U

(m)
2 4

M̂ (m)[2]U
(m)
3 1 M̂ (m)[1]U

(m)
3 2 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
3 4

M̂ (m)[1]U
(m)
4 1 M̂ (m)[2]U

(m)
4 2 M̂ (m)[1]U

(m)
4 3 a(m)Ir(m)

 , (E.38)
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R
(m)′′

0 =


iI
n
(m)′
1

−I
n
(m)′
2

−iI
n
(m)′
1

I
n
(m)′
2

 , (E.39)

T
(m)′′

1 =


0 0 Ũ

(m)
13 0

0 0 0 Ũ
(m)
24

Ũ
(m)
31 0 0 0

0 Ũ
(m)
42 0 0

 , (E.40)

である。

次の計算の便のため，式 (E.34)で k = 2とおいたものを書きくだしておくと，

J
(m)
22 = U

(m)
2 1 U

(m)
1 4 U

(m)
4 2 = U

(m)
2 1 U

(m)
1 3 U

(m)
3 2 = U

(m)
2 4 U

(m)
4 3 U

(m)
3 2 , (E.41)

となる。

以上の準備のもとに，以下に示すユニタリ行列 V (m) = V (m)′ ⊕ V (m)′′ を用いて T
(m)
1 に対

し T
(m)
1 → V (m)T

(m)
1 V (m)†というユニタリ変換を行う。V (m)′および V (m)′′は，

V (m)′ =


Θ̂(m)[1]†U (m)U

(m)
2 1

U (m)

−Θ̂(m)[1]U (m)U
(m)
2 3

U (m)U
(m)
2 4

 , (E.42)

および

V (m)′′ =


Ũ

(m)
31

Ũ
(m)
42

I
n
(m)′
1

I
n
(m)′
2

 , (E.43)

である。ここで下付き添字なしの U (m) は J
(m)
22 を対角化するユニタリ行列であり，Ĵ (m)

22 (=

U (m)J
(m)
22 U (m)†)は対角化された J

(m)
22 である。そして Θ̂(m)[1]は二乗すると Ĵ

(m)
22 に一致するよう

な対角行列（つまりその各成分が Ĵ
(m)
22 における対応する各成分の平方根であるような対角行

列）である。U (m)
k k−qが M̂ (m)[1]および M̂ (m)[2]と交換するというのと同じ理由で，U (m)もまた

それらと交換する。つまり，J (m)
22 もまた U

(m)
k k−qと同様にブロック対角型行列でありその対角

ブロックの中には対角型でない部分行列がありうるが，そしてそのためにU (m)においてそこ
に対応している部分行列もまた一般に対角型とは限らないが，M̂ (m)[1]および M̂ (m)[2]において
そこに対応している部分行列は単位行列に比例した行列になっているため，結局U (m)もまた
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M̂ (m)[1]および M̂ (m)[2]と交換する。その結果，このユニタリ変換に伴いR
(m)′

0 およびR
(m)′′

0 が
不変に保たれるのと同時に，T (m)′

1 および T
(m)′′

1 は，

V (m)′T
(m)′

1 V (m)′†

=


a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]† M̂ (m)[2] M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]

M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]† M̂ (m)[2]

M̂ (m)[2] M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†

−M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]† M̂ (m)[2] M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1] a(m)Ir(m)

 , (E.44)

および

V (m)′′T
(m)′′

1 V (m)′′† =


0 0 I

n
(m)′
1

0

0 0 0 I
n
(m)′
2

I
n
(m)′
1

0 0 0

0 I
n
(m)′
2

0 0

 , (E.45)

へと変換される。ここでU
(m)
k k−qやU (m)が M̂ (m)[1]および M̂ (m)[2]と交換するということととも

に，U (m)
k−q k = (−1)qU

(m)†
k k−q，Ũ (m)

k−2k = Ũ
(m)†
kk−2，および式 (E.41)を用いた。このとき式 (E.35)は

Θ̂(m)[1]および Θ̂(m)[1]†を用いて，

2a(m)M̂ (m)[2] = (M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1])2 + (M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†)2, (E.46)

と書かれる。

F T 2/Z6におけるひねり行列のブロック対角化の詳細

ここでは 3.7節で示した T 2/Z6におけるひねり行列のブロック対角化について，その計算の詳
細を説明する。

R0および T1として，一般性を失うことなく下記の形のものを議論の出発点におくことが
できる。

R0 =


ηIn1

η2In2

−In3

−ηIn4

−η2In5

In6

 , (F.1)

119



T1 =


(T1)(11) (T1)(12) (T1)(13) (T1)(14) (T1)(15) (T1)(16)
(T1)(21) (T1)(22) (T1)(23) (T1)(24) (T1)(25) (T1)(26)
(T1)(31) (T1)(32) (T1)(33) (T1)(34) (T1)(35) (T1)(36)
(T1)(41) (T1)(42) (T1)(43) (T1)(44) (T1)(45) (T1)(46)
(T1)(51) (T1)(52) (T1)(53) (T1)(54) (T1)(55) (T1)(56)
(T1)(61) (T1)(62) (T1)(63) (T1)(64) (T1)(65) (T1)(66)

 . (F.2)

ここで η = e2πi/6であり，Ink
は nk × nk単位行列であり，(T1)(kl)は nk × nl部分行列である。

以後の議論では (T1)(kl) =M
[k−l]
k l と表し，そしてM

[k−l]
k l についてはM

[k−l]
k l =M

[k′−l′]
k l =M

[k−l]
k′ l′

が k′ = k (mod 6) および l′ = l (mod 6) に対して成り立つという記法を用いる。上付き
添字の k − l = q は R0 によって生成される Z6 対称性のチャージを表している。すなわち
(R0T1R

−1
0 )(k k−q) = ηqM

[q]
k k−qである。ここにおける nkのように行列のサイズを表すパラメー

タをこの後もしばしば用いるが，それらはすべて非負の整数である。

F.1 T1のブロック対角化と，部分行列間の相互依存関係

T †
1 = T−1

1 であること，またTm = Rm−1
0 T1R

1−m
0 としてTm′Tm = TmTm′，T1T4 = I，T1T3T5 = I

（もしくは T1T3 = T2）が満たされるという要請（3.3節参照）から，T1に対して以下のような
制約条件が課せられる。まず T †

1 (= T−1
1 = T4) = R3

0T1R
−3
0 からは，

M
[−q]†
k−q k = (−1)qM

[q]
k k−q, (F.3)

が導かれる。式 (F.3)において q = 0とおくと，M [0]†
k k = M

[0]
k kが，すなわちM

[0]
k kがエルミー

ト行列であることが導かれ，したがってM
[0]
k kは適当なユニタリ変換によって (M

[0]
k k)ij = aikδij

(aik ∈ R)と書ける形に対角化される。(M
[0]
k k)ijはM

[0]
k kの (i, j)成分である。このユニタリ変換

に際してR0は変化しない。

付録Hに示すように，Tm′Tm = TmTm′すなわち T1R
m−m′

0 T1 = Rm−m′

0 T1R
m′−m
0 T1R

m−m′

0 か
らは，

M
[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =M

[q−q′]
k k−q+q′M

[q′]
k−q+q′ k−q, (F.4)

が導かれる。式 (F.4)で q′ = 0とおき，また (M
[0]
k k)ij = aikδijであることを用いると，

(aik − ajk−q)(M
[q]
k k−q)ij = 0, (F.5)

が得られる。すると T1は適当な行列の並び替えによってブロック対角型にできることが分か
る。この際R0では対角要素の並び順が変わるが対角行列であるという点では変化しない。こ
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の並び替えにより両者は，

R0 =


R

(1)
0

R
(2)
0

. . .

R
(M)
0

 , T1 =


T

(1)
1

T
(2)
1

. . .

T
(M)
1

 , (F.6)

という形に書ける。ここでR
(m)
0 および T

(m)
1 (m = 1, 2, · · · ,M) は n(m) × n(m)行列であり，そ

れぞれ

R
(m)
0 =



ηI
n
(m)
1

η2I
n
(m)
2

−I
n
(m)
3

−ηI
n
(m)
4

−η2I
n
(m)
5

I
n
(m)
6


, (F.7)

および

T
(m)
1 =



a(m)I
n
(m)
1

M
(m)[−1]
1 2 M

(m)[−2]
1 3 M

(m)[−3]
1 4 M

(m)[2]
1 5 M

(m)[1]
1 6

M
(m)[1]
2 1 a(m)I

n
(m)
2

M
(m)[−1]
2 3 M

(m)[−2]
2 4 M

(m)[−3]
2 5 M

(m)[2]
2 6

M
(m)[2]
3 1 M

(m)[1]
3 2 a(m)I

n
(m)
3

M
(m)[−1]
3 4 M

(m)[−2]
3 5 M

(m)[−3]
3 6

M
(m)[3]
4 1 M

(m)[2]
4 2 M

(m)[1]
4 3 a(m)I

n
(m)
4

M
(m)[−1]
4 5 M

(m)[−2]
4 6

M
(m)[−2]
5 1 M

(m)[3]
5 2 M

(m)[2]
5 3 M

(m)[1]
5 4 a(m)I

n
(m)
5

M
(m)[−1]
5 6

M
(m)[1]
6 1 M

(m)[−2]
6 2 M

(m)[3]
6 3 M

(m)[2]
6 4 M

(m)[1]
6 5 a(m)I

n
(m)
6


, (F.8)

と書ける。ここでn(m) =
∑6

k=1 n
(m)
k であり，T (m)

1 を構成する部分行列のうち非対角ブロックに
ある行列は (T

(m)
1 )(kl) =M

(m)[k−l]
k l （k ̸= l），対角ブロックにある行列は (T

(m)
1 )(kk) =M

(m)[0]
k k =

a(m)I
n
(m)
k
と書いた。a(m)は実数パラメータでありm ̸= m′に対して a(m) ̸= a(m

′)であるとする。
これらの部分行列は，T †

1 = T4および Tm′Tm = TmTm′から導かれる関係式，

M
(m)[−q]†
k−q k = (−1)qM

(m)[q]
k k−q , (F.9)

M
(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q−q′]
k−q′ k−q =M

(m)[q−q′]
k k−q+q′ M

(m)[q′]
k−q+q′ k−q, (F.10)

を満たす。また T1T4 = T1R
3
0T1R

−3
0 = I および T2 = T1T3すなわち T1 = R−1

0 T1R
2
0T1R

−1
0 か

らは， ∑
q′

(−1)q−q
′
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q−q′]
k−q′ k−q = δkk−qIn(m)

k
, (F.11)
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および

M
(m)[q]
k k−q =

∑
q′

ηq−2q′M
(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q−q′]
k−q′ k−q , (F.12)

が導かれる。ここで q′についての和は連続する６つの整数についてとる（q′ = q′′ (mod 6)な
ので任意の連続する６つの整数）。式 (F.11)で q = 0, 2とおいたものに式 (F.9)と (F.10)を用
いると，

2M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 + 2M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 +M

(m)[3]
k k−3 M

(m)[3]†
k k−3 =

(
1− a(m)2

)
I
n
(m)
k
, for q = 0,

(F.13)

2a(m)M
(m)[2]
k k−2 +M

(m)[−2]
k k+2 M

(m)[−2]
k+2 k−2 =M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]
k−1 k−2 + 2M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[3]
k+1 k−2, for q = 2,

(F.14)

が得られる。また式 (F.12)で q = 0, 1, 2, 3とおいたものに式 (F.9)と (F.10)を用いると，

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 −M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 −M

(m)[3]
k k−3 M

(m)[3]†
k k−3 =

(
a(m) − a(m)2

)
I
n
(m)
k
, for q = 0,

(F.15)(
1− a(m)

)
M

(m)[1]
k k−1 =M

(m)[3]
k k−3 M

(m)[−2]
k−3 k−1 − 2M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[−1]
k−2 k−1, for q = 1,

(F.16)(
1 + a(m)

)
M

(m)[2]
k k−2 =M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]
k−1 k−2 −M

(m)[−1]
k k+1 M

(m)[3]
k+1 k−2

+M
(m)[−2]
k k+2 M

(m)[−2]
k+2 k−2, for q = 2,

(F.17)(
1 + 2a(m)

)
M

(m)[3]
k k−3 =M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[2]
k−1 k−3 +M

(m)[−2]
k k+2 M

(m)[−1]
k+2 k−3, for q = 3,

(F.18)

が得られる。式 (F.11)や (F.12)でこれら以外の qの値をおいたときに得られる式は，これら
の式もしくは式 (F.10)と等価なものであり，独立した新しい関係式を与えるものではないの
でここでは載せなかった。具体的には，まず式 (F.11) で q = 1, 3, 5とおいた各場合に得られ
る式は，式 (F.10)を適当に組み合わせることによって得られる式と同じになる。q = 4とおい
た場合は式 (F.14)のエルミート共役になる。式 (F.12)で q = 4および q = 5とおいた場合は，
それぞれ式 (F.17)および (F.16)のエルミート共役になる。

式 (F.13)から，0 ≤ a(m)2 ≤ 1であることが分かる。a(m) = ±1のときはすでに T
(m)
1 は

対角型であり，R0 および T1 は a(m) = ±1に対してそれぞれ (R
(m)
0 )(kl) = ηkδklIn(m)

k
および

(T
(m)
1 )(kl) = ±δklIn(m)

k
（複号同順）という n(m) × n(m)部分行列を対角ブロックとする対角行列

となる。この場合対角化の議論は必要ないので，以下では 0 < a(m)2 < 1の場合について議論
する。
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F.2 M
(m)[k−l]
k l の形の制限

次に，上で得られた諸関係式を用いて，M (m)[k−l]
k l の形が制限されることを見る。

T 2/Z4で式 (E.22)を得たときと同様にして，ここでもそれに対応する関係式，(
M

(m)[q′]
k k−q′ M

(m)[q′]†
k k−q′

)′
D
=
(
M

(m)[q′]
k+q′ k M

(m)[q′]†
k+q′ k

)′
D

(F.19)

を得ることができる。q′ = 1, 2, 3である。そして q′ = 1としてそれをくり返し用いることに
より，(

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+1 k M

(m)[1]†
k+1 k

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+2 k+1M

(m)[1]†
k+2 k+1

)′
D

=
(
M

(m)[1]
k+3 k+2M

(m)[1]†
k+3 k+2

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+4 k+3M

(m)[1]†
k+4 k+3

)′
D
=
(
M

(m)[1]
k+5 k+4M

(m)[1]†
k+5 k+4

)′
D
, (F.20)

が導かれる。式 (F.20)より，
(
M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1

)′
D
が kによらず一定であること，またM

(m)[1]
k k−1 の

階数もやはり kによらず一定（以下 r(m)とする）であることが分かる。すると，やはり T 2/Z4

のときと同様，付録Gに示す議論にしたがって，

M
(m)[1]
k k−1 =



M̂ (m)[1]U
(m)
k k−1 0 0

0 0 0

0 0 0


, (F.21)

と書けるように基底を選ぶことができる。ここで M̂ (m)[1]は正の実数を成分とする r(m) × r(m)

対角行列であり，U (m)
k k−1は r(m) × r(m)ユニタリ行列である。周辺の零行列は r(m) < n

(m)
k の場

合に現れる。r(m) = n
(m)
k であればM

(m)[1]
k k−1 = M̂ (m)[1]U

(m)
k k−1である。なお (F.21)は T 2/Z4での

式 (E.24)のように 2× 2ブロックの行列として書いてもよいのだが，後の便のために 3× 3ブ
ロックの行列として書いた。M (m)[−1]

k−1 k は式 (F.9)と (F.21)より，

M
(m)[−1]
k−1 k = −M (m)[1]†

k k−1 =



M̂ (m)[1]U
(m)
k−1 k 0 0

0 0 0

0 0 0


, (F.22)
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と書ける。ここで U
(m)
k−1 k = −U (m)†

k k−1である。

T 2/Z4での式 (E.14)および (E.22)に対応する式は T 2/Z6でも成り立ち，そこで q′ = 2お
よび q′ = 3とおくと，

rank(M
(m)[2]
k k−2 ) = rank(M

(m)[2]
k+2 k ), (F.23)(

M
(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2

)′
D
=
(
M

(m)[2]
k+2 k M

(m)[2]†
k+2 k

)′
D
, (F.24)

rank(M
(m)[3]
k k−3 ) = rank(M

(m)[3]
k+3 k ), (F.25)(

M
(m)[3]
k k−3 M

(m)[3]†
k k−3

)′
D
=
(
M

(m)[3]
k+3 k M

(m)[3]†
k+3 k

)′
D
, (F.26)

という関係式が導かれる。式 (F.13)と (F.15)を用い，また
(
M

(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1

)′
D
が k に依存

しないこと，そしてM
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 が現在の基底において対角型であるということ，つまり

M
(m)[1]
k k−1 M

(m)[1]†
k k−1 = (M̂ (m)[1])2 ⊕ 0であるということ，を用いると，

(
M

(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2

)′
D
およ

び
(
M

(m)[3]
k k−3 M

(m)[3]†
k k−3

)′
D
の中で (M̂ (m)[1])2 に対応する位置にある r(m) × r(m) 部分行列もまた k

に依存しないこと，そしてM
(m)[2]
k k−2 M

(m)[2]†
k k−2 およびM

(m)[3]
k k−3 M

(m)[3]†
k k−3 もまた現在の基底において

対角行列であるということが導かれる。するとM
(m)[2]
k k−2 およびM

(m)[3]
k k−3 はそれぞれM

(m)[2]
k k−2 =

M̂ (m)[2]U
(m)
k k−2 ⊕ M̃

(m)
kk−2 およびM

(m)[3]
k k−3 = M̂ (m)[3]U

(m)
k k−3 ⊕ M̃

(m)
kk−3 という形に書くことができる。

ここで M̂ (m)[2]と M̂ (m)[3]はともに非負の実数を成分とする r(m)× r(m)対角行列 (M̂ (m)[2])ii ≥ 0

および (M̂ (m)[3])ii ≥ 0であり，U (m)
k k−2とU

(m)
k k−3はともに r(m)×r(m)ユニタリ行列である。M̂ (m)[2]

および M̂ (m)[3]が M̂ (m)[1]と異なる点は，前二者では対角成分にゼロが含まれうるという点で
ある。M̃ (m)

kk−2および M̃
(m)
kk−3は，M (m)[1]

k k−1 が式 (F.21)のように表される現在の基底において，式
(F.13)が成立するために必要とされる (n

(m)
k −r(m))×(n

(m)
k−2−r(m))や (n

(m)
k −r(m))×(n

(m)
k−3−r(m))

の部分行列である。

そして式 (F.13) – (F.18)の 6つの式をすべて考慮すると，つまりそれらの式にM
(m)[1]
k k−1 と

して式 (F.21)，M (m)[−1]
k−1 k として式 (F.22)を用い，またM

(m)[2]
k k−2 = M̂ (m)[2]U

(m)
k k−2 ⊕ M̃

(m)
kk−2 およ

びM
(m)[3]
k k−3 = M̂ (m)[3]U

(m)
k k−3 ⊕ M̃

(m)
kk−3を代入して，各関係式が同時に成立するために M̃

(m)
kk−2や
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M̃
(m)
kk−3が満たさなければならない条件を丁寧に見ていくと，M (m)[2]

k k−2 およびM
(m)[3]
k k−3 は，

M
(m)[2]
k k−2 =



M̂ (m)[2]U
(m)
k k−2 0 0

0 2
3
Ũ

(m)
kk−2 0

0 0 0


, (F.27)

M
(m)[3]
k k−3 =



M̂ (m)[3]U
(m)
k k−3 0 0

0 0 0

0 0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
kk−3


, (F.28)

と書けることが分かる。ここで Ũ
(m)
kk−2と Ũ

(m)
kk−3はそれぞれ Ũ

(m)
kk−2Ũ

(m)†
kk−2 = I

n
(m)′
k

と Ũ
(m)
kk−3Ũ

(m)†
kk−3 =

I
n
(m)′′
k

を満たす行列であり，n(m)
k = r(m) + n

(m)′

k + n
(m)′′

k である。ただし n
(m)′

k ̸= 0であるの
は a(m) = −1/3のとき，n(m)′′

k ̸= 0であるのは a(m) = −1/2のときのみである。その理由は，
Ũ

(m)
kk−2に 2/3の係数が必要であり Ũ

(m)
kk−2に±

√
3/2の係数が必要であることと一緒に理解され

る。まず式 (F.16)より M̃
(m)[3]
k k−3 M̃

(m)[−2]
k−3 k−1 = 0であり，式 (F.9)より M̃

(m)[−2]
k−2 k = M̃

(m)[2]†
k k−2 であるか

ら，任意のmについて M̃
(m)[3]
k k−3 = 0もしくは M̃

(m)[2]
k−1 k−3 = 0 ，もしくはその両方が要求される。

ただし両方ゼロにすると，全ての kについて M̃
(m)[3]
k k−3 M̃

(m)[−2]
k−3 k−1 = 0および式 (F.13)を書き下し

たときに成り立たないものが出てくるので，要求されるのはどちらか一方である。M̃ (m)[3]
k k−3 = 0

とした場合，M (m)[3]
k k−3 = M̂ (m)[3]U

(m)
k k−3 ⊕ 0であるとともに，式 (F.13)と (F.15)より{

2M̃
(m)[2]
k k−2 M̃

(m)[2]†
k k−2 =

(
1− a(m)2

)
I
n
(m)
k −r(m) ,

−M̃ (m)[2]
k k−2 M̃

(m)[2]†
k k−2 =

(
a(m) − a(m)2

)
I
n
(m)
k −r(m) ,

(F.29)

となり，これを満たすのは a(m) = −1/3もしくは a(m) = 1である。いま 0 < a(m)2 < 1の場合
を考えているから，a(m) = −1/3である。そして a(m) = −1/3を式 (F.29)のどちらかに代入す
ると，M̃ (m)[2]

k k−2 M̃
(m)[2]†
k k−2 = 4

9
I
n
(m)
k −r(m)を得る。すると Ũ

(m)
kk−2Ũ

(m)†
kk−2 = I

n
(m)
k −r(m)なる行列 Ũ

(m)
kk−2を

用いて M̃
(m)[2]
k k−2 = ±2

3
Ũ

(m)
kk−2を得る。式 (F.27)では Ũ

(m)
kk−2の係数を±2/3でなく 2/3としている

が，これは本論文での計算における最終段階で式 (3.104)の t′1が式 (3.94)，(3.96)，(3.97)を満
たすようにしたものである。また形式的に Ũ

(m)
kk−2の右下に零行列を並べた形で書いているが，
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これは式 (F.28)を含めた体系的な書き方の試みとして行ったものである。M̃ (m)[2]
k−1 k−3 = 0とし

た場合は，式 (F.13)と (F.18)を用いた同様の計算より，そうなるのは a(m) = −1/2のときで
あり，そのとき Ũ

(m)
kk−3の係数は±

√
3/2になることが導かれる。

式 (F.9)と (F.27) より，M (m)[−2]
k−2 k は

M
(m)[−2]
k−2 k =M

(m)[2]†
k k−2 =



M̂ (m)[2]U
(m)
k−2 k 0 0

0 2
3
Ũ

(m)
k−2k 0

0 0 0


, (F.30)

で与えられる。ここでU
(m)
k−2 k = U

(m)†
k k−2および Ũ

(m)
k−2k = Ũ

(m)†
k k−2である。同様にして，−U (m)†

k k−3や
−Ũ (m)†

kk−3も以下ではしばしばU
(m)
k−3 kおよび Ũ

(m)
k−3kと書くことにする。M (m)[−3]

k−3 k はM
(m)[3]
k k−3 の kを

k − 3で置き換えるだけで得られる。（いま用いている記法においてはM
(m)[3]
k−3 k−6 =M

(m)[−3]
k−3 k で

ある）。
Ũ

(m)
kk−2Ũ

(m)†
kk−2 = I

n
(m)′
k

で k を k + 2に置き換え，Ũ (m)
kk−3Ũ

(m)†
kk−3 = I

n
(m)′′
k

で k を k + 3に置
き換えることにより，Ũ (m)

k+2kŨ
(m)†
k+2k = I

n
(m)′
k+2

および Ũ
(m)
k+3kŨ

(m)†
k+3k = I

n
(m)′′
k+3

が得られる。ここで
n
(m)
k+2 = r(m) + n

(m)′

k+2 + n
(m)′′

k+2 であり，n(m)
k+3 = r(m) + n

(m)′

k+3 + n
(m)′′

k+3 である。すると次のような関
係式，

rank(M
(m)[2]
k k−2 ) = rank(M̂ (m)[2]) + n

(m)′

k , rank(M
(m)[2]
k+2 k ) = rank(M̂ (m)[2]) + n

(m)′

k+2 , (F.31)

rank(M
(m)[3]
k k−3 ) = rank(M̂ (m)[3]) + n

(m)′′

k , rank(M
(m)[3]
k+3 k ) = rank(M̂ (m)[3]) + n

(m)′′

k+3 , (F.32)

が得られる。式 (F.23)と (F.31)から n
(m)′

k = n
(m)′

k+2，具体的には n
(m)′

1 = n
(m)′

3 = n
(m)′

5 と
n
(m)′

2 = n
(m)′

4 = n
(m)′

6 であることが導かれる。同様にして式 (F.25)と (F.32)からn
(m)′′

k = n
(m)′′

k+3 ，
具体的には n

(m)′′

1 = n
(m)′′

4 ，n(m)′′

2 = n
(m)′′

5 ，n(m)′′

3 = n
(m)′′

6 であることが導かれる。したがって
Ũ

(m)
kk−2および Ũ

(m)
kk−3はそれぞれ n

(m)′

k × n
(m)′

k および n
(m)′′

k × n
(m)′′

k のユニタリ行列である。
式 (F.21)，(F.27)，(F.28)を (F.13) および (F.15)に代入すると，

2(M̂ (m)[1])2 + 2(M̂ (m)[2])2 + (M̂ (m)[3])2 = (1− a(m)2)Ir(m) , (F.33)

(M̂ (m)[1])2 − (M̂ (m)[2])2 − (M̂ (m)[3])2 = (a(m) − a(m)2)Ir(m) , (F.34)

が得られる。T 2/Z4のときと同様の議論によって，M̂ (m)[q]U
(m)
k k−q (q = 1, 2, 3)の部分行列が非負

の実数m
(m)[q]
k′ とユニタリ行列（もしくは何らかの複素数）u(m,k′)k k−q を用いて (M̂ (m)[q]U

(m)
k k−q)(k′l′) =
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m
(m)[q]
k′ u

(m,k′)
k k−q δk′l′ と書けること，また交換関係 [M̂ (m)[q], U

(m)
k k−q′ ] = 0が任意の qと q′について

成り立つことが示せる。なお M̂ (m)[0] = a(m)Ir(m)，U (m)
k k = Ir(m) , M̂ (m)[−q] = M̂ (m)[q]，U (m)

k−q k =

(−1)qU
(m)†
k k−qである。

(F.21)，(F.22)，(F.27)－ (F.30)を (F.10)に代入すると，

U
(m)
k k−q′U

(m)
k−q′ k−q = U

(m)
k k−q+q′U

(m)
k−q+q′ k−q (F.35)

が得られる。後の利用のために少し下付き添字を調整して，kを k − rに置き換えて書くと，

U
(m)
k−r k−r−q′U

(m)
k−r−q′ k−r−q = U

(m)
k−r k−r−q+q′U

(m)
k−r−q+q′ k−r−q, (F.36)

である。さらに添字の置き換えをしたものを書き下しておくと，

U
(m)
k−q k−q−q′U

(m)
k−q−q′ k = U

(m)
k−q k+q′U

(m)
k+q′ k, U

(m)
k k−q′U

(m)
k−q′ k+q = U

(m)
k k+q+q′U

(m)
k+q+q′ k+q, (F.37)

となる。第一の式は式 (F.36)の rを qで，qを−qで置き換えたものであり，第二の式は rを 0

で，qを−qで置き換えたものである。T 2/Z4における式 (E.31)のときと同様，厳密に言うと
式 (F.36)によってU

(m)
k k−qが制限されるのはm

(m)[2]
k′ とm

(m)[3]
k′ のどちらも 0でないような部分に

ついてだけである。(M̂ (m)[q]U
(m)
k k−q)(k′l′) = m

(m)[q]
k′ u

(m,k′)
k k−q δk′l′ においてm

(m)[2]
k′ = 0やm

(m)[3]
k′ = 0

の場合は，u(m,k′)k k−q は任意であっても (F.10)を満たすからである。しかし逆に任意であること
を利用して，そこでの u

(m,k′)
k k−q も式 (F.36)を満たすように選ぶことができる。そこで以下では

そのように選んだものとして議論を進める。

式 (F.37)を用いると，

J
(m)
kk ≡ U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k = U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k+1U

(m)
k+1 k = U

(m)
k k+2U

(m)
k+2 k+1U

(m)
k+1 k, (F.38)

K
(m)
kk ≡ U

(m)
k k+1U

(m)
k+1 k−2U

(m)
k−2 k = U

(m)
k k+1U

(m)
k+1 k+3U

(m)
k+3 k = U

(m)
k k+2U

(m)
k+2 k+3U

(m)
k+3 k

= U
(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−1U

(m)
k−1 k = U

(m)
k k+3U

(m)
k+3 k−1U

(m)
k−1 k = U

(m)
k k−3U

(m)
k−3 k−2U

(m)
k−2 k, (F.39)

という関係式を書くことができる。そして式 (F.37) – (F.39)を用いると，ここに定義した J
(m)
kk

とK
(m)
kk が交換することが次のようにして分かる。

J
(m)
kk K

(m)
kk = U

(m)
k k+2U

(m)
k+2 k+1U

(m)
k+1 k · U

(m)
k k+1U

(m)
k+1 k−2U

(m)
k−2 k

= −U (m)
k k+2U

(m)
k+2 k+1U

(m)
k+1 k−2U

(m)
k−2 k = −U (m)

k k+2U
(m)
k+2 k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k

= U
(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−1U

(m)
k−1 k · U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k = K

(m)
kk J

(m)
kk . (F.40)

127



したがってJ
(m)
kk とK

(m)
kk は適切なユニタリ変換により同時対角化が可能である。さらに，U (m)

k k−qを
３種類かけあわせたものとしてこの後出てくるもうひとつの重要な類型はU

(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−2U

(m)
k−2 k

であるが，これは U
(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−2U

(m)
k−2 k = −K(m)

kk K
(m)
kk J

(m)
kk と書けることが次のようにして分

かる。複雑な計算になるが，−U (m)
k+2 k−3U

(m)
k−3 kU

(m)
k k−3U

(m)
k−3 k−2U

(m)
k−2 kU

(m)
k k−2U

(m)
k−2 k−3U

(m)
k−3 k+2 = I

n
(m)
k

と U
(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−2を U

(m)
k−2 kに代入し，式 (F.36) – (F.39)を用いて整理していくことで，

U
(m)
k k+2U

(m)
k+2 k−2U

(m)
k−2 k

= −U (m)
k k+2 · U

(m)
k+2 k−3U

(m)
k−3 kU

(m)
k k−3U

(m)
k−3 k−2U

(m)
k−2 kU

(m)
k k−2U

(m)
k−2 k−3U

(m)
k−3 k+2 · U

(m)
k+2 k−2U

(m)
k−2 k

= −K(m)
kk K

(m)
kk U

(m)
k k−2U

(m)
k−2 k−3U

(m)
k−3 k+2U

(m)
k+2 k−2U

(m)
k−2 k

= −K(m)
kk K

(m)
kk U

(m)
k k−2U

(m)
k−2 k−3U

(m)
k−3 k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k

= −K(m)
kk K

(m)
kk U

(m)
k k−2U

(m)
k−2 kU

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k = −K(m)

kk K
(m)
kk U

(m)
k k−1U

(m)
k−1 k−2U

(m)
k−2 k

= −K(m)
kk K

(m)
kk J

(m)
kk , (F.41)

と導かれる。

(F.21)，(F.22)，(F.27) – (F.30)を式 (F.14)に代入すると，

2a(m)M̂ (m)[2] − (M̂ (m)[2])2K
(m)
kk K

(m)
kk J

(m)
kk = (M̂ (m)[1])2J

(m)
kk + 2M̂ (m)[1]M̂ (m)[3]K

(m)
kk , (F.42)

Ũ
(m)
kk−2 − Ũ

(m)
kk+2Ũ

(m)
k+2k−2 = 0, (F.43)

という関係が得られる。同様に，やはり (F.21)，(F.22)，(F.27) – (F.30)を式 (F.16) – (F.18)

に代入すると，

(1− a(m))M̂ (m)[1] = −M̂ (m)[3]M̂ (m)[2]K
(m)
kk + 2M̂ (m)[2]M̂ (m)[1]J

(m)†
kk , (F.44)

(1 + a(m))M̂ (m)[2] = (M̂ (m)[1])2J
(m)
kk − M̂ (m)[1]M̂ (m)[3]K

(m)
kk − (M̂ (m)[2])2K

(m)
kk K

(m)
kk J

(m)
kk , (F.45)

(1 + 2a(m))M̂ (m)[3] = −M̂ (m)[1]M̂ (m)[2](K
(m)†
kk +K

(m)
kk ), (F.46)

が得られる。

以上のようにして，M (m)[k−l]
k l の形は，式 (F.33)，(F.34)，(F.42)，(F.44)，(F.45)，(F.46)を

満たす M̂ (m)[1]，M̂ (m)[2]，M̂ (m)[3]，式 (F.36)，(F.42)，(F.44)， (F.45)，(F.46)を満たすU
(m)
k l ，

そして式 (F.43)を満たす Ũ
(m)
kk−2を用い，式 (F.21)，(F.22)，(F.27)，(F.28)，(F.30)と書かれ

るような形に制限される。
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F.3 T
(m)
1 の部分行列の対角化と並び替え

T
(m)
1 の部分行列M

(m)[q]
k k−q が (F.21)，(F.22)，(F.27)－ (F.30)のように書かれるとき，R(m)

0 と
T

(m)
1 は行と列の適当な並び替えによって，以下のようなブロック対角型の行列に書くことが
できる：

R
(m)
0 =

R
(m)′

0

R
(m)′′

0

R
(m)′′′

0

 = R
(m)′

0 ⊕R
(m)′′

0 ⊕R
(m)′′′

0 , (F.47)

R
(m)′

0 =


ηIr(m)

η2Ir(m)

−Ir(m)

−ηIr(m)

−η2Ir(m)

Ir(m)

 , (F.48)

R
(m)′′

0 =



ηI
n
(m)′
1

η2I
n
(m)′
2

−I
n
(m)′
1

−ηI
n
(m)′
2

−η2I
n
(m)′
1

I
n
(m)′
2


, (F.49)

R
(m)′′′

0 =



ηI
n
(m)′′
1

η2I
n
(m)′′
2

−I
n
(m)′′
3

−ηI
n
(m)′′
1

−η2I
n
(m)′′
2

I
n
(m)′′
3


, (F.50)

および

T
(m)
1 =

T
(m)′

1

T
(m)′′

1

T
(m)′′′

1

 = T
(m)′

1 ⊕ T
(m)′′

1 ⊕ T
(m)′′′

1 , (F.51)
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T
(m)′

1 =



a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U
(m)
1 2 M̂ (m)[2]U

(m)
1 3 M̂ (m)[3]U

(m)
1 4 M̂ (m)[2]U

(m)
1 5 M̂ (m)[1]U

(m)
1 6

M̂ (m)[1]U
(m)
2 1 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
2 3 M̂ (m)[2]U

(m)
2 4 M̂ (m)[3]U

(m)
2 5 M̂ (m)[2]U

(m)
2 6

M̂ (m)[2]U
(m)
3 1 M̂ (m)[1]U

(m)
3 2 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
3 4 M̂ (m)[2]U

(m)
3 5 M̂ (m)[3]U

(m)
3 6

M̂ (m)[3]U
(m)
4 1 M̂ (m)[2]U

(m)
4 2 M̂ (m)[1]U

(m)
4 3 a(m)Ir(m) M̂ (m)[1]U

(m)
4 5 M̂ (m)[2]U

(m)
4 6

M̂ (m)[3]U
(m)
5 1 M̂ (m)[2]U

(m)
5 2 M̂ (m)[1]U

(m)
5 3 M̂ (m)[1]U

(m)
5 4 a(m)Ir(m) M̂ (m)[2]U

(m)
5 6

M̂ (m)[3]U
(m)
6 1 M̂ (m)[2]U

(m)
6 2 M̂ (m)[1]U

(m)
6 3 M̂ (m)[1]U

(m)
6 4 M̂ (m)[2]U

(m)
6 5 a(m)Ir(m)


,

(F.52)

T
(m)′′

1 =



−1
3
I
n
(m)′
1

0 2
3
Ũ

(m)
1 3 0 2

3
Ũ

(m)
1 5 0

0 −1
3
I
n
(m)′
2

0 2
3
Ũ

(m)
2 4 0 2

3
Ũ

(m)
2 6

2
3
Ũ

(m)
3 1 0 −1

3
I
n
(m)′
1

0 2
3
Ũ

(m)
3 5 0

0 2
3
Ũ

(m)
4 2 0 −1

3
I
n
(m)′
2

0 2
3
Ũ

(m)
4 6

2
3
Ũ

(m)
5 1 0 2

3
Ũ

(m)
5 3 0 −1

3
I
n
(m)′
1

0

0 2
3
Ũ

(m)
6 2 0 2

3
Ũ

(m)
6 4 0 −1

3
I
n
(m)′
2


, (F.53)

T
(m)′′′

1 =



−1
2
I
n
(m)′′
1

0 0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
1 4 0 0

0 −1
2
I
n
(m)′′
2

0 0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
2 5 0

0 0 −1
2
I
n
(m)′′
3

0 0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
3 6

±
√
3
2
Ũ

(m)
4 1 0 0 −1

2
I
n
(m)′′
1

0 0

0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
5 2 0 0 −1

2
I
n
(m)′′
2

0

0 0 ±
√
3
2
Ũ

(m)
6 3 0 0 −1

2
I
n
(m)′′
3


,

(複合同順). (F.54)

ここで U
(m)
k−q k = (−1)qU

(m)†
k k−q，Ũ (m)

k−q k = (−1)qŨ
(m)†
kk−qである。

この次に行う計算の便のため，式 (F.38)，(F.39)，(F.41)で具体的に k = 2としたものを
書き下しておくと，

J
(m)
22 = U

(m)
2 1 U

(m)
1 6 U

(m)
6 2 = U

(m)
2 1 U

(m)
1 3 U

(m)
3 2 = U

(m)
2 4 U

(m)
4 3 U

(m)
3 2 , (F.55)

K
(m)
22 = U

(m)
2 3 U

(m)
3 6 U

(m)
6 2 = U

(m)
2 3 U

(m)
3 5 U

(m)
5 2 = U

(m)
2 4 U

(m)
4 5 U

(m)
5 2

= U
(m)
2 4 U

(m)
4 1 U

(m)
1 2 = U

(m)
2 5 U

(m)
5 1 U

(m)
1 2 = U

(m)
2 5 U

(m)
5 6 U

(m)
6 2 , (F.56)

U
(m)
2 4 U

(m)
4 6 U

(m)
6 2 = −K(m)

22 K
(m)
22 J

(m)
22 , (F.57)

である。また式 (F.43)から，

Ũ
(m)
35 Ũ

(m)
51 Ũ

(m)
13 = I

n
(m)′
1

, Ũ
(m)
46 Ũ

(m)
62 Ũ

(m)
24 = I

n
(m)′
2

, (F.58)

である。
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最後に，以下の V (m)′，V (m)′′，V (m)′′′を用いて V (m) = V (m)′ ⊕ V (m)′′ ⊕ V (m)′′′と書かれる
ユニタリ行列 V (m)によるユニタリ変換を行う：

V (m)′ =

Θ̂(m)[1]†U (m)U
(m)
2 1

U (m)

−Θ̂(m)[1]U (m)U
(m)
2 3

Θ̂(m)[2]U (m)U
(m)
2 4

iU (m)U
(m)
2 5

Θ̂(m)[2]†U (m)U
(m)
2 6


,

(F.59)

V (m)′′ =



Ũ
(m)
31

Ũ
(m)
42

I
n
(m)′
1

I
n
(m)′
2

Ũ
(m)
35

Ũ
(m)
46


, (F.60)

V (m)′′′ =



−iŨ (m)
41

−iŨ (m)
52

−iŨ (m)
63

I
n
(m)′′
1

I
n
(m)′′
2

I
n
(m)′′
3


. (F.61)

ここでU (m)はJ
(m)
22 とK

(m)
22 とをそれぞれ Ĵ

(m)
22 (= U (m)J

(m)
22 U (m)†)と K̂

(m)
22 (= U (m)K

(m)
22 U (m)†)と

いう対角行列へと同時対角化するユニタリ行列であり，M̂ (m)[q]と交換する。Θ̂(m)[1]は三乗する
と iK̂

(m)†
22 Ĵ

(m)
22 と一致するような対角型ユニタリ行列であり，Θ̂(m)[2]は三乗すると−Ĵ (m)†

22 K̂
(m)†2
22

と一致するような対角型ユニタリ行列である。上記の V (m)を用いてユニタリ変換を行うと，
R

(m)′

0 ，R(m)′′

0 ，R(m)′′′

0 は不変に保たれる一方，T (m)′

1 ， T
(m)′′

1 ，T (m)′′′

1 は U
(m)
k−q k = (−1)qU

(m)†
k k−q，

Ũ
(m)
k−q k = (−1)qŨ

(m)†
kk−q，そして式 (F.55) – (F.58)を用いることにより，
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T
(m)′

1 =

a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂[1]† M̂ (m)[2]Θ̂[2]† −iM̂ (m)[3]Ir(m) M̂ (m)[2]Θ̂[2] M̂ (m)[1]Θ̂[1]

M̂ (m)[1]Θ̂[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂[1]† M̂ (m)[2]Θ̂[2]† −iM̂ (m)[3]Ir(m) M̂ (m)[2]Θ̂[2]

M̂ (m)[2]Θ̂[2] M̂ (m)[1]Θ̂[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂[1]† M̂ (m)[2]Θ̂[2]† −iM̂ (m)[3]Ir(m)

−iM̂ (m)[3]Ir(m) M̂ (m)[2]Θ̂[2] M̂ (m)[1]Θ̂[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂[1]† M̂ (m)[2]Θ̂[2]†

M̂ (m)[2]Θ̂[2]† −iM̂ (m)[3]Ir(m) M̂ (m)[2]Θ̂[2] M̂ (m)[1]Θ̂[1] a(m)Ir(m) −M̂ (m)[1]Θ̂[1]†

−M̂ (m)[1]Θ̂[1]† M̂ (m)[2]Θ̂[2]† −iM̂ (m)[3]Ir(m) M̂ (m)[2]Θ̂[2] M̂ (m)[1]Θ̂[1] a(m)Ir(m)


,

(F.62)

T
(m)′′

1 =



−1
3
I
n
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1

0 2
3
I
n
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1

0 2
3
I
n
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1

0

0 −1
3
I
n
(m)′
2

0 2
3
I
n
(m)′
2

0 2
3
I
n
(m)′
2

2
3
I
n
(m)′
1

0 −1
3
I
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(m)′
1

0 2
3
I
n
(m)′
1

0

0 2
3
I
n
(m)′
2

0 −1
3
I
n
(m)′
2

0 2
3
I
n
(m)′
2

2
3
I
n
(m)′
1

0 2
3
I
n
(m)′
1

0 −1
3
I
n
(m)′
1

0

0 2
3
I
n
(m)′
2

0 2
3
I
n
(m)′
2

0 −1
3
I
n
(m)′
2


, (F.63)

T
(m)′′′

1 =



−1
2
I
n
(m)′′
1

0 0 ±
√
3
2
iI
n
(m)′′
1

0 0

0 −1
2
I
n
(m)′′
2

0 0 ±
√
3
2
iI
n
(m)′′
2

0

0 0 −1
2
I
n
(m)′′
3

0 0 ±
√
3
2
iI
n
(m)′′
3

±
√
3
2
iI
n
(m)′′
1

0 0 −1
2
I
n
(m)′′
1

0 0

0 ±
√
3
2
iI
n
(m)′′
2

0 0 −1
2
I
n
(m)′′
2

0

0 0 ±
√
3
2
iI
n
(m)′′
3

0 0 −1
2
I
n
(m)′′
3


,

(複合同順), (F.64)

という形へと変換される。つまり部分行列がすべて対角型であるような行列になる。それぞれ
を数式の形で表すと，

(T
(m)′

1 )(kk−q) = M̂ (m)[q]Θ̂(m)[q]Ir(m) , (T
(m)′′

1 )(kk−q) =

(
−1

3
δq 0 +

2

3
δq±2

)
I
n
(m)′
k

,

(T
(m)′′′

1 )(kk−q) =

(
−1

2
δq 0 ± i

√
3

2
δq 3

)
I
n
(m)′′
k

, (F.65)

である。なお Θ̂(m)[−q] = (−1)qΘ̂(m)[q]†，Θ̂(m)[0] = Ir(m)，Θ̂(m)[3] = −iIr(m)であり，また n
(m)′

k =

n
(m)′

k+2 ならびに n
(m)′′

k = n
(m)′′

k+3 である。そして式 (F.42)，(F.44) – (F.46)を用いると，Θ̂(m)[1]，
Θ̂(m)[2]，およびそれらのエルミート共役との間には，

2a(m)M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2] + (M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2]†)2 = (M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1])2 − 2M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†M̂ (m)[3]Θ̂(m)[3],
(F.66)
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(1− a(m))M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1] = M̂ (m)[3]Θ̂(m)[3]M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2]† + 2M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2]M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†,
(F.67)

(1 + a(m))M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2] = (M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1])2 + M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†M̂ (m)[3]Θ̂(m)[3] + (M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2]†)2,
(F.68)

(1 + 2a(m))M̂ (m)[3]Θ̂(m)[3] = M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2] − M̂ (m)[2]Θ̂(m)[2]†M̂ (m)[1]Θ̂(m)[1]†,
(F.69)

という相互制約関係があることが分かる。

G AA†およびA†Aが対角型である場合の，行列Aの可能な形に
ついて

Aを大きさ l1 × l2，階数 rの行列とする。一般に Aは li × liのユニタリ行列 Ui (i = 1, 2)と
l1 × l2の行列 Âを用いて，A = U †

1ÂU2と書くことができる。Âはさらに大きさ r × r の対角
行列 Ârを用いて

Â =

(
Âr 0
0 0

)
, (G.1)

と書くことができる。Ârは

Âr =


a1In1 0

a2In2

. . .

0 aqInq

 , ak > 0 for k = 1, . . . , q, (G.2)

のようにとることができる。ここで k ̸= k′に対し ak ̸= ak′であり，nkは
∑q

k=1 nk = rを満た
す正の整数であり，Ink

は nk × nkの単位行列である。akとしては任意の複素数をとってもよ
いが，ここでは虚数成分や負の係数は U1や U2のほうに持たせ，akを正の実数とした。この
とき，

U1AA
†U †

1 = ÂÂ† =

(
Â2
r 0
0 0

)
, U2A

†AU †
2 = Â†Â =

(
Â2
r 0
0 0

)
, (G.3)

が成り立つ。なお 1番目の式は l1 × l1の行列，2番目の式は l2 × l2の行列であるから，一般に
両者の間では周辺の零行列の大きさが異なり，ÂÂ† ̸= Â†Âである。

AA†とA†Aがともに対角型の行列として与えられた場合を考える。このとき一般に a2kや 0

が任意の順番で対角に並んだ行列となるが，それらがちょうどAA† = ÂÂ†およびA†A = Â†Â
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と表されているような基底をとったとする。するとU1AA
†U †

1 = AA†およびU2A
†AU †

2 = A†A

が成り立ち，[U1, AA
†] = 0および [U2, A

†A] = 0となる。このとき Uiの可能な形は，

Ui =


u
(1)
i 0 0

u
(2)
i 0

. . .
...

0 u
(q)
i 0

0 0 . . . 0 ũi

 , (G.4)

へと制限される。u(k)i と ũiはそれぞれ nk × nk と (li− r)× (li− r)のユニタリ行列である。す
るとAの一般的な形として

A = U †
1ÂU2 =

(
Ãr 0
0 0

)
, Ãr =


a1ũ

(1) 0
a2ũ

(2)

. . .

0 aqũ
(q)

 = ÂrU, (G.5)

を書くことができる。ここで Âr は式 (G.2)に見られるように部分行列 (Âr)(kl) = akInk
δkl

(k, l = 1, · · · , q) からなる対角行列であり，U は部分行列 (U)(kl) = ũ(k)δkl を対角に並べた
ユニタリ行列である。ũ(k)は ũ(k) = u

(k)†
1 u

(k)
2 で定義される nk × nkのユニタリ行列である。ま

た U が Ârと交換することも分かる。

H 式 (E.3)および (F.4)の導出

T 2/ZN (N = 3, 4, 6)におけるユニタリ行列 R0 および T1 は，τ = e2πi/N として (R0)(kl) =

τ kδklInk
および (T1)(kl) =M

[k−l]
k l と書かれる部分行列から成る。上付き添え字の k− l = qはR0

によって生成されるZN対称性のチャージを表す。つまり (R0T1R
−1
0 )(k k−q) = τ qM

[q]
k k−qである。

M
[k−l]
k l については，k′ = k (mod N)および l′ = l (mod N)に対してM

[k−l]
k l =M

[k′−l′]
k l =M

[k−l]
k′ l′

とする記法を用いることができる。

式 (E.3)および (F.4)，つまりM
[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =M

[q−q′]
k k−q+q′M

[q′]
k−q+q′ k−qは以下のようにして

導かれる。まず，並進 Tmは Tm ≡ Rm−1
0 T1R

1−m
0 で定義することができ，したがって関係式

Tm′Tm = TmTm′から T1R
m−m′

0 T1 = Rm−m′

0 T1R
m′−m
0 T1R

m−m′

0 という式が導かれる。これを用い
ると， ∑

q′

τ l(k−q
′)M

[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =

∑
q′

τ l(k+q
′−q)M

[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q, (H.1)
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という関係式が導かれる。ここで l = m−m′は整数をとり，q′に関する和は q′ = 1から q′ = N

までの整数でとる。式 (H.1)の右辺で q′を q − q′に置き換えると，∑
q′

τ l(k−q
′)M

[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =

∑
q′

τ l(k−q
′)M

[q−q′]
k k−q+q′M

[q′]
k−q+q′ k−q, (H.2)

が得られる。式 (H.2)の両辺に 1
N

∑N
l=1 τ

l(q′′−k)をかけ， 1
N

∑N
l=1 τ

l(q′′−q′) = δq′′ q′ であることを
用いると，

M
[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−q =M

[q−q′]
k k−q+q′M

[q′]
k−q+q′ k−q, (H.3)

が得られる。ここで q′′ を q′ で置き換えた。なお 1
N

∑N
l=1 τ

l(q′′−q′) = δq′′ q′ は T 2/Z3 で用いた
1 + ω + ω2 = 0を一般化したものである。他方，参照のために，式 (H.3)を用いると

M
[q′′]
k k−q′′M

[q′]
k−q′′ k−q′′−q′M

[q−q′]
k−q′′−q′ k−q′′−q =M

[q′]
k k−q′M

[q′′]
k−q′ k−q′′−q′M

[q−q′]
k−q′′−q′ k−q′′−q

=M
[q′]
k k−q′M

[q−q′]
k−q′ k−qM

[q′′]
k−q k−q−q′′ , (H.4)

という関係式が得られることに着目する。式 (H.4)で q = 0および q′′ = 0とすると，

[M
[0]
k k,M

[q′]
k k−q′M

[−q′]
k−q′ k] = 0. (H.5)

という関係式が得られる。

I 式 (3.96) – (3.100)の導出

N = 3の場合には，

a31 + a32 + a33 − 3a1a2a3 = 1, |a1|2 + |a2|2 + |a3|2 = 1, a1a3 + a3a2 + a2a1 = 0. (I.1)

という関係式が成立する。式 (I.1)の最初の関係式，および 2番目の式と 3番目の式を組み合
わせた式からは，それぞれ，

(ωa1 + ω2a2 + a3)(ω
2a1 + ωa2 + a3)(a1 + a2 + a3) = 1, (I.2)∣∣ωa1 + ω2a2 + a3

∣∣2 = ∣∣ω2a1 + ωa2 + a3
∣∣2 = |a1 + a2 + a3|2 = 1, (I.3)

が得られる。αj ≡
∑3

p=1 ajω
jpを用いると，式 (I.2)と (I.3)はそれぞれ，

α1α2α3 = 1, |αj|2 = 1, (j = 1, 2, 3), (I.4)
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と書くことができる。

N = 4と N = 6の場合の式 (3.96)，(3.98)，(3.99)も，これと同じようにして求めるこ
とができる。N = 4の場合はパラメータ a2 = a2，a3 = −a1，a4 = a4の間に成り立つ関係
式 2|a1|2 + a22 + a24 = 1と 2a2a4 = a21 + a1

2 から求められる。N = 6の場合はパラメータ
a3 = −a3，a4 = a2，a5 = −a1，a6 = a6 の間に成り立つ関係式 2|a1|2 + 2|a2|2 + |a3|2 + a26 =

1，|a1|2 − |a2|2 − |a3|2 + a26 = a6，2a2a6 + a2
2 = a21 − 2a1a3，a1a6 + a3a2 + 2a2a1 = a1，

−a2a6 + a21 + a1a3 + a2
2 = a2，−2a3a6 + a1a2 − a1a2 = a3 から求められる。

ここでは，なぜ式 (3.96) – (3.99)が成り立つのかを説明する。t1 =
∑N

p=1 apY
pおよび tm ≡

rm−1
0 t1r

1−m
0 から，

tm = Xm−1(
N∑
p=1

apY
p)X1−m =

N∑
p=1

apτ
(m−1)pY p, (I.5)

が得られる。ここでXmY m′
= τmm

′
Y m′

Xmを用いた。N 個のユニタリ行列 tmは，次のよう
なユニタリ変換ですべて同時に対角化することができる：

UtmU
† =

N∑
p=1

apτ
(m−1)p(UY U †)p =

N∑
p=1

apτ
(m−1)pXp. (I.6)

ここでX，Y，U の (j, j ′)成分はそれぞれ，

(X)jj′ = τ jδj j′ , (Y )jj′ = δj j′+1, (U)jj′ =
1√
N
τ j(j

′+1), (I.7)

で与えられる。UtmU †は tmが従うのと同じ制約条件に従うから，その固有値もまた同じ制
約条件に従う。行列 UtmU

†の (1, 1)成分は (UtmU
†)11 =

∑N
p=1 apτ

mpで与えられる。これを
αm =

∑N
p=1 apτ

mpとする。すると αmは t†mtm = I および Table 2に示された個別の制約条件
に対応して，関係式 (3.96) – (3.99)に従うことが分かる。UtmU †の他の対角成分についても
同様のことが言え，同様の関係式が得られる。

最後に，式 (3.100)すなわち t1 =
∑N

p=1 apY
p = ei(θY+θ̄Y N−1)を求める。式 (3.96) – (3.99)

より，αj =
∑N

p=1 apτ
jpは複素数のパラメータ θによって，

αj =
N∑
p=1

apτ
jp = ei(θτ

j+θ̄τ̄ j), (I.8)

と表すことができる。なぜならば N = 3, 4, 6の場合 αj の中で独立なパラメータは 2つだ
からである。ここでは N = 6の場合を例にとって式 (I.8)を説明する。式 (3.96)より αj は
実数パラメータ φj を用いて αj = eiφj と表すことができる。式 (3.99)より各 φj の間には
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φ1 + φ4 = φ2 + φ5 = φ3 + φ6 = φ1 + φ3 + φ5 = φ2 + φ4 + φ6 = 0 (mod 2π)という関係が成り
立つ。このうち例えばφ2とφ6を独立なものとして選ぶと，残りはφ1 = φ2 +φ6，φ3 = −φ6，
φ4 = −φ2 − φ6，φ5 = −φ2 (mod 2π)のように決まる。すると，φ2と φ6から作った複素パラ
メータ θ = 1

2
φ6 − i

2
√
3
(2φ2 +φ6)を用いることにより，φjは η = e2πi/6を用いてφj = θηj + θ̄η̄j

と表すことができる。N = 3, 4の場合にも，これと同様にしてαjを式 (I.8)のように表すこと
ができる。式 (I.8)と (X)jj′ = τ jδj j′を用いると，

N∑
p=1

apX
p = ei(θX+θ̄X̄) = ei(θX+θ̄XN−1), (I.9)

という関係式が得られる。そして式 (I.9)に対し U †XU = Y のようなユニタリ変換を施すと，
式 (3.100)，すなわち

t1 =
N∑
p=1

apY
p = ei(θY+θ̄Y N−1), (I.10)

を得る。

参照のため，式 (I.8)の両辺に 1
N

∑N
j=1 τ

−jp′をかけ， 1
N

∑N
j=1 τ

j(p−p′) = δpp′を用いると，ry

ap =
1

N

N∑
j=1

αjτ
−jp =

1

N

N∑
j=1

τ−jpei(θτ
j+θ̄τ̄ j), (I.11)

という関係式が得られる。ここで p′を pで置き換えた。
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